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exp (— iw?) das Zeitgesets der eintönigen Schwingungen mit i = Y-1, 
die Wellenlänge der freien Raumwelle in cm und die Wellenzahl 
in 1/em, 
die Kreisfrequenz und die Schwingungszahl in Hz, 
der Schalldruck in g/(em-s*), ig 
die Schallgeschwindigkeit in cm/s > 
(für Luft ist c = 3,478-10* bei 20°C, = EN 
für Wasser c = 1,498-10° bei 15°C), 
“die mittlere Dichte des den Schall fortpflanzenden Mediums 
in g/em®, 
der Schallwellenwiderstand in g/(cm*-s) (für Luft 43, 
für Wasser 1,5 - 109, 
die Komponenten der Schallschnelle in cm/s, 
die einseitige Oberfläche der im Brennpunkt vibrierenden Kugel 
in cm? und ihre maximale Radialgeschwindigkeit in cm/s, 
die maximale Auslenkung der Kugeloberfläche aus ihrer Gleich- 
gewichtslage in cm, 
die Entfernung eines Aufpunktes vom Brennpunkt in cm, 
die Schalleistung in g-cm*/s* = erg/s, 
die Komponenten eines Aufpunktes in Zylinderkoordinaten, 
die Komponenten eines Aufpunktes in den Koordinaten eines 
Rotationsparaboloides, 
der Festwert der Koordinate 7 für dasjenige Paraboloid, das die 
innere Begrenzungsfläche des Horns bildet, 
der Schallwellenwiderstand für die nte Teilwelle im Horn, 
eine der unendlich vielen Wurzeln der Gl. 


mit n=1,2,3..., 


der Zahlenfaktor von Kronecker mit dem Wert 0 für n+p 
und dem Wert 1 fiir n = p. ehe 


Liste der Formelseichen 
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1. Das Ziel der Arbeit und die Grundgleichungen des Schalls 

Das Studium der Gesetze, denen die Ausbreitung der Schall- 
wellen in langgestreckten Hohlräumen unterworfen ist, gestaltet sich 
am einfachsten an Hand der von A.G.Webster') eingeführten Be- 
trachtungsweise. Die große Durchsichtigkeit, die diesem Verfahren 
anhaftet, wird im wesentlichen dadurch erzielt, daß die Druck- 
schwankangen im Horn als nur von der Längskoordinate ab- 
hängig betrachtet werden. Es versteht sich von selbst, daß die in 
dieser Annahme steckenden Voraussetzungen nur bei großen Wellen- 
längen und bei geeigneter Anregung mit ausreichender Annäherung 
erfüllt sein werden. Im Hinblick auf die leichtg Handhabbarkeit und 
die große Anpassungsfähigkeit dieser Methode an die verschiedenen 
Hornformen nimmt man jedoch die mit der nur näherungsweise 
richtigen Beschreibung verbundenen Nachteile gern in Kauf. 

Bei der ständig zunehmenden Bedeutung der gerichteten Ab- 
strahlung von Wellen aller Art wird. es jedoch notwendig, die 
Gesetze der Schallfortpflanzung in den Hornen genauer kennen- 
zulernen und zum mindesten für die wichtigsten Formen solcher 
Hohlkörper einen tieferen Einblick in den Ausbreitungsvorgang zu 
gewinnen. Bei dem Ausbau einer solchen verschärften Theorie wird 
man sich natürlich mit dem Grade der Strenge begnügen dürfen, wie 
er in der Annahme bloß linearer Störungsglieder im Gleichgewicht 
der Luftteilchen zum Ausdruck kommt. Im übrigen aber braucht 
man bei der Ausgestaltung der strengen Theorie dann nicht mehr 
dabei stehen zu bleiben, daß für die betreffende Hornform lediglich 
die verschiedenen Arten existenzfähiger Wellen bestimmt werden, 
sondern man kann darüber hinaus auch den Einfluß der Anregung 
auf die Entstehung der einzelnen Teilwellen untersuchen. 

In diesem Sinne wurde vor einiger Zeit bereits an anderer 
Stelle?) vom Verfasser das Schallfeld in einem kegelförmigen Horn 
berechnet, wenn die Schallschwingungen von einer in der Spitze 
des Kegels angeordneten, vibrierenden Kugelklappe angeregt werden. 
Selbstverständlich unterrichtet eine solche weitergehende Unter- 
suchung zugleich auch über die besondere Frage nach dem in 
einem Kegelhorn auftretenden Wellentypus, die vordem für eine 
stehende Schwingung bereits von V.A.Hoersch?) beantwortet worden 
war. Für das rotationshyperbolische Horn sind die darin existenz- 
fähigen Wellentypen im Zusammenhang mit der Frage nach der 
akustischen Impedanz eines solchen Horns von J. E.Freehafer‘) 
untersucht worden. Der Einfluß der Anregung auf das Zustande- 
kommen der einzelnen Teilwellen wird in diesem Anfsatz nicht 
behandelt. In beiden Arbeiten wird in der üblichen Weise das 
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Horn als unendlich lang und seine innere Begrenzungsfläche als ee 
vollkommen starr angesehen. 


ch Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich unter den gleichen Vor 
e- aussetzungen 'mit der Ausbreitung der Schallwellen in einem Horn 
en von der Gestalt eines Rotationsparaboloides. Von der Schallquelle wird 
k- die denkbar einfachste Annahme gemacht, daß sie aus einer „atmenden“ 


Kugel mit der sehr kleinen Oberfläche F = b* besteht, die im Brenn- 


in punkt des Paraboloides angeordnet ist und dort eintönige Schwingungen Se 
D- mit der Kreisfrequenz w ausführt. DieGrößenV,undaderSchwingung- 
ng bewegung, deren Bedeutung aus der Liste der Formelzeichen hervor- 


nd geht, stehen dann bei einem Zeitgesetz exp(—iat) in dem durch v2, A 


en Gl. (1,1) beschriebenen Zusammenhang miteinander, während die En. 
(1,1) V.=—io- a 
b- primäre Druckwelle, die sich von dem oszillierenden Kolben aus — 
: ikR 
er in den freien Raum hinein ausbreitet, das Gesetz (1,2) befolgt §=— 
zu Als den für die Beschreibung des Schallfeldes maßgebenden Skalar —S 
rd werden wir im folgenden den Druck p selbst verwenden. Bei dem = 
vie angegebenen Zeitgesetz ist er mit der Schnelle vo über die Gl. (1,8) 
ht 1 
ht (1,8) grad p 
hr verknüpft, in der c-@, die Bedeutung des Schallwellenwiderstandes = 
ch in der Wellenzone der freien Raumwelle hat Aus den GL(1,2) 
on, und (1,3) berechnet sich dann sofort für die Energiemenge, die ~~ 
ng eine frei im Raume .stehende punktförmige Schallquelle je Zeit 
rn einheit in den Raum abstrahlt, der Ausdruck (1,4), da die durch 
(1,5) = p-dy-dt 
Re ein Flächenelement dF je Zeiteinheit in der zu ihm senkrechten 
in Richtung N hindurchtretende Energiemenge durch GJ].(1,5) be- 
on stimmt ist. Der Druck p selbst hat die bekannte Wellengleichung 
zu erfüllen. 
1Z- 2. Die mathematische Formulierung der Aufgabe unter Benutsung 
ler rotationsparaboloidischer Koordinaten 
r‘) Zur Lösung der damit umrissenen Aufgabe verwenden wir das | 
le- in Abb. 1 dargestellte..rotationsparaboloidische Bezugssystem der 
cht §7,q, das zwar ein krummliniges ist, in dem jedoch die von 
las Punkt zu Punkt veränderlichen Richtungen, nach denen die §,g 
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und @ bei jeweils alleiniger Zunahme weisen, stets dieselbe Lage 
zueinander haben wie die drei Achsen eines rechtwinkligen und 
rechtshändigen Achsenkreuzes. Mit den ee Cartesischen 


(19 *2) 


no z, y,z stehen die Koordinaten £, 7, in dem durch 
das Gleichungssystem (2,1) angegebenen Zusammenhang. Die GI. (2,28) 


(2,1 b) 
(2,1¢) 


und (2,2b) beschreiben die beiden konfokalen eine 
Ben! die z-Achse enthaltende Meridianebene aus dem er, 


(2, 2b) = + 2) 4 
der Paraboloide herausschneidet, in den Koardinaten ¢ 0,9,2 des 
zu (2, y, 2) gehörenden zylindrischer Koordinatensystems. Um alle 
Punkte des Raums durch die Koordinaten £,7,q zu erfassen, 


genügt es, die £,7 das Intervall O=£, 7< co und den Winkel 9 
den Bereich 0=>9=2» durchlaufen zu lassen. Da alle Pars- 
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boloide zur z-Achse symmetrisch liegen und die im Brenn- 
punkt «= 0 erfolgende Anregung des Schallfeldes diese Symmetrie 
(28) R= E+ (t+ 

nicht stört, so läßt sich voraussehen, daß weder der Druck p noch 
die Schnelle » vom Azimutwinkel g abhängen werden. Das gleiche 
gilt von dem Ausdruck (2,3) für die Entfernung R eines beliebigen 
Aufpunktes mit den Koordinaten: (€,7,q) vom Brennpunkt z = 0. 
Nach den obigen Definitionsgleichungen ist im übrigen in der 
rechten Raumhälfte stets &> und in der linken stets £<». Die 
Punkte £ = liegen sämtlich in der z y-Ebene. 

Aus den Gl, (2,1) lassen sich sofort nach bekannten Regeln 
die später benötigten Beziehungen für die Größe der Oberflächen- 
elemente und für die Größe der Komponenten des Vektors grad 
herleiten, So gilt z. B. für ein Flächenelement in der Oberfläche 
eines Paraboloides, für das £=£, ist, der Ausdruck (2,48). Die 
Formel für dF, ergibt sich daraus durch einfache Vertauschung 


(2,48) dF, = 2 - (&,+ m]"-dn-dp, 
(2,4b) dV 
der &, und 7. Für das Volumenelement besteht die Beziehung (2, 4b). 

Es vergrößert sich also proportional mit seinem Abstand vom Brenn- 
punkt. Für die drei Komponenten des Vektors grad ® in Richtung 
zunehmender Werte von £,n und @ gelten die drei Gl. (2,5a, b,c). 


2 7 
grad, 4)" 

1 
Für die paren Deutung dieser und ähnlicher Beziehungen 
ist es außerdem ganz nützlich, sich klarzumachen, daß die auf der 
rechten Seite der Gl. (2,5, b) auftretenden Faktoren, wie die Gl. (2,6) 
erkennen lassen, in unmittelbarem Zusammenhang mit dem Winkel 8 
stehen, den die in einer Meridianebene an die Parabel 7 = n, 
im Berührungspunkt (£, 7,, 9 mit der z-Achse 
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bildet. Die Tatsache, daß der Winkel «, um den die im Punkt 
(§, %, 9) an die Parabel £ = const gezogene Tangente gegen die 


2-Achse geneigt ist, die Gleichung 


E \% 
(2,6) tga (+) 
befolgt, bestätigt die oben ausgeprochene Behauptung von dem 
senkrechten Durchschneiden beider Parabelscharen. 

Wegen ‘der schon vorhin erwähnten Unabhängigkeit der Feld- 
größen vom Azimutwinkel 9 muß sowohl der primäre als auch der 
resultierende Schalldruck p(&, 7) auf Grund der bereits in der älteren 
Arbeit angestellten Rechnungen der Wellengleichung in der einfacheren 
Gestalt der Gl. (2,7) genügen. Dahinzu kommt als Randbedingung 


2 3 


die Forderung, daß an der inneren Oberfläche des rotations- 
paraboloidischen Hohlraums, der von dem Paraboloid 7 = 7, gebildet 
werden möge, die Komponente v, der Schnelle, d.h. der durch 
Gl. (2,7a) dargestellte Ausdruck, für alle Werte von £ und  ver- 


schwinden muß. Zufolge dieser Gleichung wird das auch schon 
immer dann der Fall sein, wenn die Ableitung Op/O7 selbst für 
ein „=, zu Null wird. 

Für die Herstellüng der Lösung ist es auch im vorliegenden 
Falle das bequemste, sich den gesamten Schalldruck im Innern 
des Paraboloides zunächst in zwei Anteile zerlegt zu denken, 
nämlich in die primäre Druckwelle p((£,r) von GI.(1,2), die bei 
einer Ausbreitung des Schalles in den unbegrenzten freien Raum 
hinaus in dieser Form allein aufträte, und in die reflektierte Druck- 
welle p” „), die ihr Zustandekommen lediglich dem Umstande ver- 
dankt, daß die von der Schallquelle ausstrahlenden Schallwellen an 
der Begrenzung des Paraboloides 7=, ins Innere des Hohlraums 
zurückgeworfen werden. Von dieser reflektierten Druckwelle wird 
zu verlangen sein, daß sie überall im Innern, d.h. für alle $=0 
und für alle 7 mit OSn=n,, zu endlichen Werten für den Druck 
führt. Das gilt insbesondere für alle Punkte auf der Rotations- 
achse des Paraboloides, für die 7 = 0 ist für alle & und § = 0 ist 
für alle „ des Bereiche 0>n=$,. Für das totale Druckfeld ist 
schließlich noch die Forderung zu beachten, daß die von dm 2 
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Schallfeld mitgeführte Energie für unbegrenzt zunehmende Werte 
von £ eindeutig einen von der Schallquelle fortwandernden Energie — 
strom darstellt. 


3. Die Herstellung der Lösung 


Nach dieser Aufzählung der Forderungen, die an die richtige 
Lösung zu stellen sind, wenden wir uns der Herleitung der Lösung 
selbst zu. Wir benötigen zu diesem Zweck in erster Linie einer 
geeigneten Darstellung des Ausdrucks (1,2) für die von der Schall- 
quelle erzeugte primäre Druckwelle. Nach dem Vorbild des 
Lösungsvorganges bei der unter 2. behandelten Aufgabe liegt das 
wesentliche Merkmal einer solchen Darstellung darin, daß sie die 
für die Dipolstrahlung charakteristische Funktion = durch 
eine unendliche Reihe oder durch ein Integral über das Produkt 
aus zwei Partikularlösungen der Wellengleichung (2,7) ausdrückt, von 
denen jede nur von einer der beiden Ortsvariablen £ und 7 ab- 
hängt. Eine Beziehung dieser Art ist vom Verfasser bereits in 
einer anderen Arbeit®) hergeleitet worden. Mit ihrer Hilfe läßt 
sich die GL (1,2) für die primäre Druckwelle in der folgenden Form 
schreiben: 

—atico 
p” tun. V_-F. 2igk).w% (-2igh) 
-0-ie 


. ds 
cos 78 


In (3,1) ist we (2) die für verschwindende Werte von z im all- ‘ 
gemeinen singuläre Lösung zweiter Art der Differentialgleichung (3,2), “oom 


(3,2) y" (2) + +2 + 


die mit der über die Gl. (8a) 
zusammenhängt. 


Für die an der inneren Oberfliche des Paraboloides 1 = 4, — 
reflektierte Druckwelle p*)(g,7) machen wir im Hinblick auf Gl. (3,1) _ 


den Ansatz (3,4). Er enthält an Stelle der Funktion w „(- Bin x? = 


die Wellenfunktion erster Art (—2iyk), die durch die G1.(8,3b) 
Annalen der 6. “ 


vi x 


Wie 
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- 
(x) 40 0) (0) ; 
»F. w” (—2i£k)- m“) (-2ink) 
(8,4) 
A(s) - ds 1 
(0<«< 3) 


definiert ist. Sie ist daher ebenfalls eine Partikularlösung der 
Differentialgleichung (3,2), jedoch hat diese Partikularlösung die 
Eigenschaft, für verschwindendes Argument endlich zu bleiben. 
Damit erfüllt unser Ansatz zugleich die Forderung, daß p(, ) 
für „=0 endlich bleibt. 

Stellen wir nun mit Hilfe der Gl. (3,1) und (8,4) den Ausdruck 
für die totale Druckwelle zusammen, so läßt sich der im vorigen 
Abschnitt aufgestellten Forderung (2,7a) sofort dadurch genügen, 


(3,5) 2ingk) + A()-m, ‚(— 2in,k) = 
daß die in (3,4) auftretende unbekannte Funktion A(s) die Gl. (3,5) 


erfüllt. Damit erhalten wir für den totalen Druck im Innern des 
n=n, vorerst den Ausdruck: 


86) 1 (- 2ink)-m 2ing d- (- —2ing „(-2ink) 


(O<e<z) 


Von dem vorschriftsmäßigem Verschwinden der Ableitung Op/09 
fir „=, kann man sich an Hand dieser Gleichung leicht noch 
einmal überzeugen. 

Wir machen nun an dieser Stelle von der wichtigen Be- 
ziehung (3,7) Gebrauch. Ein im vorliegenden Falle besonders ein- 
facher Beweis dieser Gleichung ist im mathematischen Anhang zu 
dieser Arbeit angegeben. Der allgemein gültige Beweis ist in der 
Arbeit®) des Verf. zu finden. Wird das Vorzeichen vor dem 


ails+t ai(e- 3) 
(3,7) m9) (— 2igk) = . w® (i 
ersten Gliede rechts in das negative umgewandelt, so gilt die Gl. (3,7) 
auch für die Ableitungen der darin ‘.uftretenden Funktionen nach ® 


| % 


ihrem jeweiligen Argument. Wir ersetzen mit Hilfe dieser Relation 
die beiden im Zähler von (3,6) vorkommenden Wellenfunktionen 


+ 
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‘Stellen mit p= 0,1, 2,3... liegen, und 


gu ziehen. Für sehr große Werte von s mit Res =O ist nämlich 


so daß die zu erwartenden Nullstellen jedenfalls einfacher Art sind = 
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erster Art durch die der zweiten Art. Die katie Berück- a 
sichtigung der Beziehung £ 


führt dann von der GI. (8,6) zu dem etwas anders aufgebauten Aus- a 
Ka (3,6a). Die hier im Integranden enthaltenen Funktionen u, 


4c@-i 
1 —otico 
sar J ink} 
-0-io 
< 
_wO (— 1 
| b e + 8 


sind in eis auf s ganz und transzendent. Der Integrand von (3,68) _ es 
und damit auch der von (3,6) kann demnach an Singularitäten, die 
im endlichen liegen, nur haben 


1. die einfachen Pole der Funktion r(s + 3)» die an ai a 


2. die etwaigen Nullstellen der Funktion m) (— 2in,k) in y 
bezug auf s. ae 

Die unter 2. angegebene Möglichkeit, daß die Nennerfunktion 
von (3,6a) Nullstellen haben könne, ist nun in der Tat in Betracht — 


- (2)" (22) CO8 (2ys2 =) 4 


und bei einem Argument z = — 2in,k in unendlicher Zahl fast alle © 74 
auf der positiv imaginären Achse der s-Ebene liegen. Dieses Er- 2 
gebnis einer nur heuristisch zu wertenden Betrachtung wird. durch 
die genauere Rechnung bestätigt. An anderer Stelle°) konnte nämlich 
gezeigt werden, daß für m, (2) mit s=ir und z=if unter anderem 
die folgenden beiden absolut und unbeschränkt konvergenten Reihen- - 
entwicklungen - gelten: Es ist für ein r ne 0, ¢> 9 oder ale ein 


> 
& 
x 
= 1 
(0) » 1 n\/: 
3 
(3,9 a) + 
1, (2Vz0) 1\4 ©) a — 
1=0 
29* 


= 


t\4-3 
21-7 2812-2562 — 129 (#) 


\a-5 
56-2°— 1188-4" + 3082-4— 7035 (4) 

+ 37. 5° 
da (— 2)! unendlich groß wird. Nach den Gl. (3,9) hat demnach die 
cs Funktion m, (if) rein imaginäre Werte, und es ist im besonderen aus 
Gl. (3,9b) sofort zu ersehen, daß die großen Wurzeln von m, © (if)=0 
in bezug auf z im wesentlichen durch die Nullstellen der Bessel- 
schen Funktion J, bestimmt werden. Natürlich hängt die genauere 
Lage dieser Wurzeln gleichzeitig von ¢ ab. Welcher Art diese Ab- 
a et  hängigkeit ist, läßt die Gl. (8,10) erkennen, in der j,, eine der 


t\2 
(B10) + 3 (jin > 1) 
in Jin 
= "unendlich vielen großen Wurzeln von J, (2)= 0 ist. Für die direkte 
er "Berechnung der ersten Wurzel t, scheint es eine allgemeine Be- 
AR oes einfacherer Art nicht zu geben. Jedoch kann man über sie 
die allgemein gültige Aussage machen, daß z,’ für ein [=0 die 
einzige unter den unendlich vielen Wurzeln x, der Gl. m, (i 
ist, die das gleiche Vorzeichen wie ¢ hat. Alle nachfolgenden Wurzeln 
haben das entgegengesetzte Vorzeichen wie ¢ und nehmen dann 
ia Betrage nach an Größe ständig zu. Für die Berechnung 
von z,’ als der wichtigsten Wurzel besteht nach dem Gesagten keine 
Möglichkeit als die der schrittweisen Die 
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und für ein r>0, 0 oder r< 0, 
(0) 
ms 
Hierin sind bis zu 4=6 die Koethzienten y, durch die ndere 4 
“ig bestimmt. Ihr zufolge besteht z.B, Yv für A=3 nur aus drei Gliedern, Fu 
7 
(0) 
N 
i 
In ihr ist das unter dem Summenzeichen auftretende Produkt fir 1 = 0 a 
einfach gleich 1 zu setzen. Der allgemeine Verlauf der Funktion m,“ i £), Bi: 
BR der sich im Bereich |r| = 3 nach Gl. (3,11) errechnet und der zugleich RS as 
- 


n! 


m, 


| 


7 
22 


G5 +70 +5 HUT 


Abb. 2. Perspektivische Darstellung der Funktion (2 


ein erstes, wenn auch noch sehr verbesserungsbedürftiges Bild von 
der Lage der Nullstellen liefert, ist in sogenannter perspektivischer 
Darstellung aus Abb. 2 zu ersehen, und zwar für die Parameter- 
werte {= 0,1,2,... 6. Der Befriedigung größerer Ansprüche an 
die Genauigkeit, als sie die Zeichnung zu gewähren vermag, dient 
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Tabelle 1 
(0) 
Tafel der Fanktionswerte von (2) Ben 
z 
: = t=0 i 2 3 4 5 6 
-- + 0,42689| + 0,24085|— 0,07712|— 11— 0,18381 
—0,41782 | + + 0,31940|+ 0,07915|— 0,13274— 0,20678 
—0, + 0,13386/+ 0,31184j+ 0,20931)+ 0,02036|— 0,12828 
—0,63739 |— 0,07431|+ 0,20166|+ 0,25251|+ 0,16525|+ 0,04155 
—0,61717 |— 0,26525]+ 0,00202|+ 0,15859) + + 0,16601 
—0, 0,35647|— 0,21494)= 0,06777/+ 0,05611/+ 0,13611 
—0,12113|— 0,22003|— 0,27897|/— 0, — 0,24855|— 0,16953 
+0,45727 | + 0,33049| + 0,13445|— 0,10105|— 0,33834/— 0,52939 
+1,34052|+ 1,55810)+ 1,58179/+ 1, + 0,90437|+ 0,23746 
+2,60614|+ 3,82446|+ 4,95719| + 5,76625|+ 6,01385|4+ 5,49712 
+4,34471|+ 7,61989) + 11,63415) + 15,9989 |+ 20,0899 |+ 23,1 
+6,66146 | + 13,57127| + 23,6525 |+36,8762 |+ 52,57345|4 69,3319 
+9,67811 | + 22,5296 +43,9659 +76,0741 +119,991 |+175,244 
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Tabelle 2 
Tafel der ersten drei Nullstellen t,, 15, von m, 2) 


0 0 

1 + 0,12361 _ 3 -1 

2 + 0,26004 — 1,6756 — 5,99 

3 + 0,40715 — 0,9956 — 3,84 

4 + 0,57031 — 0,6310 — 2,75 

5 + 0,74854 — 0,3957 — 2,06 

6 + 0,93881 — 0,2236 - 158 — 


die vorstehende Tab. 1, die die Funktionswerte von m, hae (i oir inner- 


halb des gleichen Bereichs von r und £ mit einer Genauigkeit von 
5 Dezimalstellen bringt. Ursprünglich ist sie bis zu 7 Dezimalstellen 
vorgetrieben worden. Die daraus durch Interpolation bestimmten 
drei ersten Nullstellen r,’, z,' und +,’ sind in der Tab. 2 zusammen- 
gestellt, und zwar sind sie angegeben mit einer Genauigkeit bis zu 
5 Dezimalstellen bei z,', bis zu 4 Dezimalstellen bei z,’ und bis 
auf 2 Dezimalstellen bei z,. Die Abb. 3 gibt die Lage der drei 


ersten Nullstellen von m,‘”(i£) zum Zweck einer ersten rohen Inter- . 


polation auf Zwischenwerte von £ graphisch wieder. Aus Abbildung 
und Tafel geht in gleicher Weise hervor, daß für ein {> 0 mit zu- 
nehmender Ordnungszahl n die Wurzeln «,’—» — oo gehen. Für 
<0 brauchen die der Wurzeln umgekehrt zu 


4 


( 
‘ 
2 
3 
'; 
> ' 
di 
re 
st 
ni 


H. Buchholz. Die Ausbreitung der Schallwellen in einem Horn usw. 485 


übereinstimmend der Wert 
(3,11a) Im. @ )" 


12u.3Nullstelle von 2/ 

inAbhöng gkeit von$ 8% 

Abb. 3. Der Verlauf der 1., 2. und 3. Nullstslle von (2) "2 9 Gx) 
in Abhängigkeit von im Bereich 0 = {56 


Form für die Lösung der hier zur Behandlung stehenden Aufgabe 
vor. Wir leiten zunächst aus ihr eine Reihenentwicklung her, die 
für das eigentliche Paraboloidhorn mit £ > 7 gültig ist. 

' Nach den obigen Ausführungen ist es als erwiesen anzusehen, 
daß der Integrand von Gl. (8,6a) und damit auch der von Gl. (3,6) 
rechts vom Integrationsweg nur die unendlich vielen, einfachen Null- 
stellen s = ir, der im Nenner auftretenden Funktion (— 2in;h) 
als Pole hat. Sie liegen wegen {= — 2,k mit „,>0 mit Aus- 
nahme von z,’< 0 durchweg auf der positiv imaginären Zahlen- 


Aus den Gl. (3,9a, b) und (3,11) ergibt sich im übrigen für 0 


3,1. Die Reihenentwicklungen der Lösung im Raumteil £ > Beas. 
In der Integraldarstellung (3,6) liegt eine ganz allgemein gültige 


'  achse ders-Ebene. Wir denken uns nun den Integrationsweg von (3,6) 


/nfegroltonsweg 
von 61(3.6) 
Schhessung des Messung des 
mfalle imfolle >77 
Abb. 4. Der Integrationsweg des Integrals von G1.(3,6). 


: 
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gemäß Abb. 4 in der rechten s-Halbebene durch den sehr weit ent- 
fernten Halbkreis s = js|. e!z mit zu einem geschlossenen 
Integrationsweg ergänzt. Dann verschwindet auf diesem Wege für 
alle &£>n der Integrand von (8,6) exponenti 


ri 


entsteht die Reihenentwicklung (3,12), 
‘bei Schließung durch den linken Halbkreis die Entwicklung (6,1) 


Summand des Zählers folgt dies aus der Tatsache, daß er sich nach 
den Angaben in der früheren Arbeit des -Verf.5) asymptotisch im 
wesentlichen verhält wie 


exp [- 2- Y2nk-]s]-sin (2 —2- V2Ek-|s|- cos — =) 


2 4 
und wie fir 0< ı=5 
exp {+ 2- Y2nk-]s]-sin 1) — 2: 


RT, 


fir > 


o 
0/Abfe des In/egranden 
mess Bei SchlieBung des Integrationsweges durch den rechten Halbkreis h 
R 
Da nun z.B. für 5 im ganzen (Juadranten stets 
u 


H. Buchholz. Die Ausbreitung der Schallwellen in einem Horn usw. 487 


ist, so hat für ein &> der Exponent in der Tat stets negative 
Werte. Zu dem gleichen Ergebnis führen die Betrachtungen am 
zweiten Summanden des Zählers unter dem Integralzeichen von (3,6). 
Das erkennt man hier sogar ohne eine neue Rechnung, denn der 
Bestandteil m, (— 2ink)- wo (— 2i£k) dieses zweiten Summanden 
ist derselbe wie im Integral (3,1) und von ihm ist bereits an anderer 
Stelle®) gezeigt worden, daß er für ein &> gleichfalls exponentiell 


verschwindet. Der außerdem im zweiten Summanden steckende 
’(0) 


Quotient is ändert wegen der gleichen Werte der Zeigervariablen 
m,, 


und des Argumentes an diesem Verhalten nichts. Somit ist es also 
in der Tat ohne Wertänderung des Integrals (3,6) statthaft, zu dem 
parallel der imaginären Achse verlaufenden Integrationsweg von (3,6) 
auch noch den unendlich fernen Halbkreis der s-Ebene hinzuzunehmen. 
5 Auf Grund dieser Angaben können wir dann aber wegen der 
Eindeutigkeit der am Integrationsprozeß beteiligten Funktionen auf 
das Integral (3,6) den Residuensatz von Cauchy anwenden. Wii 
werden dabei wie schon vordem die Nullstellen des Nenners gemäß 
der Gl. (8,14) mit s=ir,' bezeichnen und erhalten dann ohne jede 
_ weitere Schwierigkeit aus (3,6) für den Druck p (&,7) im Raumteil £>n 
die folgende erste Darstellungsform in Gestalt einer absolut ':n- 
ergenten Reihe: ; 


Pg, = — 


Mig Zin - m (— 2ink)-w 


(0) 
Gof 
Os 


Nun ist aber auf Grund einer schon früher®) bewiesenen Beziehung 
fir jedes beliebige z und »: 


(8,13) m, (2) we) — - we) = 
r (7 ») 


Setzt man hierin » =ir,’ und z =— 2in,k, so läßt sich in Rück- 


sicht auf(3,14) der erste Faktor hinter dem Summenzeichen in (3,12) 


(— 2in, k) = 0, 


a 


= 
3 
4nce, 
0 
2 2 
i 
> 
Pi 
: 


Außerdem: hat man noch die ‚Beziehung: 
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durch den reziproken Wert von (— 2in,k) ausdrücken. Beachtet 3 
man ferner noch die GI. (3,15), so erhält man neuerdings als zweite 


für p(&, 7) den Ausdruck: 

Or 


Wir merken an dieser Stelle sogleich noch eine Reihe von 


_ Formeln an, die in Rücksicht auf die numerische Berechnung der __ 


in (3,16) auftretenden Funktionen sowieso mitgeteilt werden müßten. 
Die ersten drei dieser Formeln bilden das Gegenstück zu den schon 
früher angegebenen Gl. 9a, b) und ® 


& + 2i+1, 4. 282 -321-16, (5) | 
al 8-5 210-2 3-57-7 4ta—4! 


\a-6 
562° — 516-2? + 2986-2 — 9111 (3) 
3. 57.7 


i 
1 
(8,178) 
| 
( 
(3,17 b) oo 1 1 
i=0 
ae mit der bis zuA=7 gültigen Definitionsgleichung 
~ 
3 c (2 
| 
| 
| 
me | 
| ixo 2 | 


in ihr wie in der entsprechenden GI. (3,11) ist das unter dem Summen- 
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zeichen auftretende Produkt für A = 0 gleich 1 zu setzen. Ist ent- A 
gegen der zu Gl. (3,18) gemachten Angabe rt < 0, so trägt man dem 
am einfachsten dadurch Rechnung, daß man in (3,18) z und ¢ mit = 


den entgegengesetzten Vorzeichen einsetzt, als sie in Wirklichkeit 


haben, denn die Funktion m® (iz) ändert ihren Wert nicht, wenn er 
und gleichzeitig ihr Vorzeichen wechseln. Die den GL. (8,17a,b) 
und (3,18) entsprechenden Beziehungen für die in (8,16) vorkommende 


Ableitung von mi” (if) nach r und £ wird sich der Leser selbst her- 


stellen können. "Statt dessen bringen wir hier noch die Ent- os ms 
wicklung (3, &% für w (if). Sie steht in ihrem Aufbau in Pralee 


r 3-1") 


oo i 


! 2 
i=0 r=0 (r+3) 


r= 2 


zur Gl. (3,18), und sie ist wie diese zur numerischen Berechnung © x a i 
geeignet, solange etwa r<3...4 und £<6...7 it Umden 


Fall e<0 zu beherrschen, bedenké man, daß bei einem gleich- 
zeitigen Vorzeichenwechsel von x und ¢ die Funktion w(” (if) in die 


konjugiert komplexe Größe übergeht. Alle hier mitgeteilten Reihen __ 2 
sind im übrigen in bezug auf r und ¢ absolut und unbeschränkt 


konvergent. 


Aus den Gl. (3,17) und (3,18) für die Funktion m” 4¢) gehtnun >” | 


ts 


sofort hervor, daß jedenfalls in dem zum Raumteil > gehérenden 
Abschnitt der Paraboloidachse der Druck p(&, 7) tatsächlich endlich 
bleibt. Außerdem erkennt man an dem Aufbau der einzelnen 
Reihenglieder von (3,16), daß p(&, 7) sowohl mitz= + 2i&k als uch = 


mit z= — 2ink der Differentialgleichung (3,2) für p = 0 und damit 


w 
: 
- 
(3,19) 
i-1 
. 
. 
ie 
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auch der Wellengleichung in den Koordinaten eines Rotations- 
paraboloides genügt. Ferner ist gewiß fir „=, wegen (3,14) 
auch p_= 0. Demnach haben wir nur noch zu prüfen, ob die 
Lösung (3,16) für &£—> oo auch der Ausstrahlungsbedingung genügt. 
Dieser Nachweis ist als erbracht anzusehen, wenn sich zeigen läßt, 
daß für £—-»0co das Druckfeld im Paraboloid im wesentlichen aus 
vom Brennpunkt forteilenden Wellen besteht. Nun ist bekanntlich®) 
für &—> 


n 
(-2iEk) 

(3,20) \2 +1T, 2 5) +1T, + 4 
(- 21(- 2iEM? 

at 1 ; 1 4 ai 


mit (—2igk) ? =(2$k) ? 
Da wir nun unseren Rechnungen das Zeitgesetz exp(—iwt) zu- 
grunde gelegt hatten, so stellen die einzelnen Glieder der Reihe (3,16) 
tatsächlich ein in Richtung zunehmender Werte von £ fortschreitendes 
Wellensystem dar, und wegen der absoluten Konvergenz der Reihe 
gilt dasselbe dann auch von dem Wellenaggregat. Die Lösung (3,16) 
erfüllt demnach wenigstens im Raumteil £ > 7 alle an sie zu stellenden - 
Forderungen. Auf die Verhältnisse im Raumteil &< werden wir 
noch in einem späteren Abschnitt zu sprechen kommen. 


4. Der Energiestrom im Paraboloidhorn 


Ehe wir darangehen, die Aussagen der Lösungsgl. (3, 16) Per: 
ihrem physikalischen Inhalt zu erörtern, empfiehlt es sich, erst noch 
die Beziehungen für den Energiestrom im Horn aufzustellen, da sie 
das Bild der Schallwellenbewegung wesentlich vervollständigen. Wir 
sind dabei in erster Linie an der Größe der Energiemenge interessiert, 
die in der Zeiteinheit durch einen beliebigen Querschnitt des Horns 
hindurchbefördert wird. Zweckmäßigerweise bestimmen wir diesen 
Energiestrom nicht für einen zur Achse des Paraboloides senkrechten 
Querschnitt, sondern für eine beliebige, aber feste und unveränder- 
liche Paraboloidfläche £ = const. Nach den Gl. (1,5) und (2,4a) ist 
nun die sekundlich durch diese Paraboloidfläche hindurchtretende 
Energiemenge allgemein durch den Ausdruck gegeben: 


22m 


4) L=2. J be G0) + - ay. 
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Geht man hierin mit der Gl. (2,5b) ein und führt gleichzeitig die 
Integration über m aus, so erhält man nach einer naheliegenden 
Variablentransformation für die in Rede stehende Energiemenge den 


Ausdruck: 


2n.k 


ni ape, 


Nun gilt aber für die in (4,1a) vorkommende Ableitung des Druckes, 


da die Funktion m im Gegensatz zur Funktion w gegen einen gleich- 


zeitigen Vorzeichenwecheel von Argument unempfindlich 
ist, die Beziehung: 


8(2ké) 


< 
= (3 iz, 


m) ‚(+2ink)- w 
*p 


(0) 
mi; (— 
Wegen der ÖOrthogonalitätseigenschaften der hier benutzten 


Funktion m ist aber andererseits 5): 


-2iky,-m 


Fir dle i in der Zeiteinheit durch die Fläche des Paraboloides 
& = const hindurchbeförderte Energiemenge entsteht demnach end- 

gültig der folgende, im allgemeinen komplexwertige Ausdruck: 

/V,-Fy\2 

2) 

(+ dg = 


- 

Die Nenner sind in dieser Reihe absichtlich auf eine Form 
gebracht worden, in der sie für alle n als rein reelle Zahlen erscheinen. 
Ebenso ist auch der Faktor vor dem Summenzeichen von (4,3) stets 
rein reell. Er läßt sich noch einfacher schreiben, wenn die Schall- 
leistung L(£, 7) nicht in ihrer absoluten Größe, sondern im Verhältnis 
zur Schalleistung L, von Gi. (1,4) angegeben wird, die unter gleichen 
Bedingungen über F und V, von der Schallquelle in den freien vn 
hinausgesandt wird. Dann lautet die Gl. (4,3) wie fe 


er 2iék - 


) 
| 
) aa 
— 
Op (§, 7) 
> 
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| L@&,n,) 


Für E—> oo strebt dieses Verhältnis gegen einen reellen, von £ 
"unabhängigen Grenzwert. Nach Gl. (3,20) hat man —— 


woe 
und also 


yo ‚(+ 2igk) — -$(3 
Wi 2\2 


Fir den Energiestrom im Unendlichen gilt daher im besonderen die 


L, 81 
= 
a m (— ig) 
Bei der Beurteilung der Größenverhältnisse zwischen den einzelnen 
Gliedern der Reihe ist zu beachten, daß von den z, allein z, < 0 ist. 


Alle folgenden Wurzeln sind größer als Null und nehmen nach 
Gl. (3,10) um so schneller an Größe zu, je kleiner 2, k ist. 


5. Der Schallwellenwiderstand der einzelnen Teilwellen 
A = und die physikalische Diskussion der Lösung 


Nach der Gl. (3,16) setzt sich im Raumteil £ > „ das gesamte 
Druckfeld im Paraboloidhorn aus unendlich vielen Teilwellen zusammen. 
Für jede einzelne von ihnen berechnet sich die Abhängigkeit des 
Drucks von den beiden Ortsveränderlichen § und 7 gemäß der Gl. 5,1), 
während die Amplituden P, der Teilwellen bei der hier angenommenen 
Erregung des Schallfeldes durch eine im Brennpunkt angeordnete, 


6) = P,- mi? (— 2ink)-wO .(—2igk), E>n 
V,-F 1 


2. (0) 
, 
{ (— - 


(5,18) 


4 
4 
| 
‘ 
| 
| 


Buchhols. Die Ausbreitung der Schallwellen in einem Horn use. 
,atmende“ Kugel sich aus der GI. (5,1a) bestimmen lassen. Für 


der GL (1,8) und (2,5a, b) die Beziehungen (6,24, b) 


(6,2b) 2) = — (— ink) - w®,,.(— 2igk). 


e +7 3 
Für den Schallwellenwiderstand der n-ten Teilwelle in Richtung 


zunehmender Werte von £ gilt mithin die Formel (5,3), der zufolge dieser 


Ret 3 
vb, 


Koordinate £ abhängt. Für £—> oo berechnet sich daraus sofort 
die Gl. (5,48) 

(5,48) ir: it 

Sie lehrt, daß in sehr großer PER von der Schallquelle der 
Schallwellenwiderstand für alle Teilwellen praktisch denselben Wert 
hat wie für die freie Raumwelle. Er besitzt dort jedenfalls nur noch 
eine sehr kleine induktive Komponente. Ist andererseits £ sehr klein, 
so berechnet sich aus Gl. (5,3) näherungsweise die Formel: 


2,6) = + 


4b) -20- tix.) +3}. 0-0p772187 


In diesem Fall wird also z,(£) für einen genügend kleinen Wert 
von £ eine vorwiegend imaginäre, wenn auch nur sehr kleine Größe. 
Die Berechnung von z,(&) für mittlere Werte von £ kann jederzeit 
mit Hilfe der schon früher mitgeteilten Formeln durchgeführt werden. 
Es zeigt sich dabei, daß sich bei Zunahme von £ der Übergang des 
Schallwellenwiderstandes von einem wesentlich imaginären Wert zu 
einem wesentlich reellen hauptsächlich in dem Bereich vollzieht, in 
dem 2£% angenähert gleich z,' ist. 

Der Ausbreitungsmodus der unendlich vielen Teilwellen kommt 
nach Gl. (3,20) für jede von ihnen, wenn man sie nur genügend weit 
bei ihrem Lauf durch das Horn verfolgt, schließlich immer mehr dem 
einer mit der Geschwindigkeit c fortschreitenden ebenen Welle be- 
liebig nahe. Dabei geschieht ‘der Angleich in um so entfernteren 


die beiden Komponenten », und bv, der Schnelle bestehen auf Grund — 


| Widerstand von dem Faktor (te abgesehen allein von der 


— 


(5,3) 0° 2, (§) = 
| 
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Teilen des Horns, je höher die Ordnungszahl n der Teilwelle ist. 
‘Eine Dämpfung weisen sie in diesem Teil des Horns nicht mehr 
auf, wohl aber nehmen bei der hier vorausgesetzten Art der An- 
- Yegung ihre Amplituden ziemlich stark mit der Ordnungszahl ab. 
Weit weniger leicht ist das Verhalten der Teilwellen in der Nähe 
des Brennpunktes zu überblicken. Nur bei den Teilwellen der 
__ aiedrigsten Ordnung besteht auch hier schon eine Ahnlichkeit mit 

. dem Ausbreitungsvorgang.einer ebenen Welle. Auch dies läßt sich 

aus der Gl. (3,20) ablesen. Für die Teilwelle niedrigster Ordnung 
ist z.B. nach Tafel II bei einem negativen Wert von &=— 2, k 
mit |ö|<7 1,’ selbst negativ und absolut kleiner als 1. Bei einem 
Aufpunktsabstand $ vom Brennpunkt in der Größenordnung einer 


Wellenlänge, für den also 2ék = 4n- = schon gréBer als 10 ist, 


_ stellt dann aber für diesen Wert von 1,’ die asymptotische Eut- 
wicklung (3,20) schon einen recht brauchbaren Näherungsausdruck 
dar. Wir können mithin sagen, daß sich die niedrigste Teilw.'s 
im Horn, die wir die Hauptwelle nennen wollen, schon in Brea- 
punktabstanden von einer Wellenlänge, und noch mehr natürlich in 
größeren Abständen, sehr ähnlich einer freien Raumwelle verhält, 
Dasselbe gilt nach Tafel II im wesentlichen auch noch für die 
 Teilwellen der 2. und 3. Ordnung, aber hier doch nur mit der physi- 
 kalisch bedeutsamen Einschränkung, daß dabei zugleich die Werte 
von &=— 27,k einen gewissen Absolutbetrag nicht unterschreiten 
_ dürfen, da sonst die zugehörigen Wurzelwerte z,’ und 1,’ zu groß 
werden, um für den gewählten Wert von 2£k für GI. (3,20) noch 
ae brauchbar zu sein. Für ein und dasselbe Horn liegen also mit 
anderen Worten die in Wellenlängen gemessenen Brennpunktabstände, 
von deren ab sich die Teilwellen merklich nach Art freier Raum- 
 wellen ausbreiten, um so weiter auseinander, je größer die Wellen- 
länge der aufgedrückten Schwingung ist. 
; Um das Verhalten der Teilwellen in den brennpunktsnahen 
Br _ Aufpunktbereichen beurteilen zu können, in denen die Darstellung (3,20) 
wegen zu großer Werte von z,’ gegenüber 2£k versagt, läßt sich 
der Ausdruck (5,5) verwerten, für dessen zweckmäßige Anwendung 2£k 
klein und 7’ groß sein muß. Seine Herleitung und die Bedeutung 
der darin vorkommerden Funktionszeichen ist aus dem Anhang zu 
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ersehen. In der dort angeschriebenen GJ. (A13) sind aucu 
die höheren Glieder der Entwicklung angegebeu. Aus der GI. (5,5) 
ist nun aber sofort zu ersehen, daß bei großen Werten von r die 
Funktion (— 2igk) als die zur Funktion 2i& k) konjugiert) 
komplexe Größe noch in keiner Weise den für eine fortschreitende 
Welle typischen analytischen Aufbau besitzt, sondern weit eher den 
einer aufgestauten und somit fast stehenden Welle. 


Bei der Untersuchung des Ausbreitungsvorganges der Schallwellen 
in einem Kegelhorn?) hatte sich ergeben, daß bei der Teilweile 
niedrigster Ordnung der Druck nur abhängt vom Radiusvektor r, 
so daß also in diesem Falle auch die Schnelle durchweg nur eine 
radiale Komponente besitzt. Die sinngemäße Übertragung dieses 
Ergebnisses auf den vorliegenden Fall würde darauf hinauslaufen, 
daß auch im Paraboloidhorn bei der Hauptwelle die Bewegung der 
Teilchen stets derart erfolgen müßte, daß v, nicht bloß am Rande, 
sondern auch für alle 7 < 4, verschwindet. Nach Gl. (5,2b) ist dies 
aber keineswegs der Fall, und da das gleiche auch für das hyper- 
bolische Horn‘) gilt, so darf man daraus allgemein schließen, daß 
bei allen Hornen mit krummliniger Begrenzung auch schon bei der 
Hauptwelle Teilchenbewegungen senkrecht zur Begrenzungskoordinate 
vorkommen. Wohl aber besteht in anderer Hinsicht eine weitgehende 
Analogie mit den Verhältnissen im Kegelhorn. Auch im vorliegenden 
Falle gibt es nämlich für beide Komponenten der Schnelle eine mit 
n in z,’ linear zunehmende Zahl von Knotenflächen in Gestalt von 
Rotationsparaboloiden 7=29,, in denen die schw.ngenden Teilchen 
an dem zu der betreffenden Teilwelle gehörenden Bewegungstaodus 
nicht teilnehmen. Das zeigt am übersichtlichsten die Abb. 3. Geht 
man hierin etwa von der dritten Teilwelle aus und- macht die An- 
nahme, daß unter den vorliegenden Verhältnissen 2k, gerade den 
Wert 4,42 hat, so ist nach Abb. 3 z,'= 1,’ = 2,24 zu setzen, damit 
durch diese Wahl von +,’ erreicht wird, daß die Paraboloidfläche 
abgibt. Nun verschwindet ‘aber für den gleichen Wert von rt,’ die 
Funktion m, (— 2ink) und damit auch », bei stetiger Abnahme 

3 


innere Begrenzungsfläche eines Paraboloidhorns 


von 7 noch ein zweites Mal, und zwar tritt das nach Abb. 3 ein, 
wenn 7 den Wert 2,4/2k erreicht. Wegen des Faktors »": in G1. (5,2b) 
verschwindet dann d, fir 7= 0 Ben ein drittes Mal, jedoch gilt 


dies nicht von der ” Funktion m. ‘ A 2ink), wie die Gl. (3,1la) 
erkennen läßt. Mit dem Verhalten a Funktion m %(—2ink) steht 
3 
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das der Funktion mi (— 2ink) in dem bekannten Zusammenhang, — 

daß deren Nullwerte zwischen denen der zuerst genannten Funktion 
liegen. Diese ‚Gesetzmäßigkeit laßt sich auf der Grundlage der 
Sturm-Liouvilleschen Theorie der Eigenfunktionen auch allgemein 
formulieren. Das charakteristische Merkmal der Hauptwelle ist 
danach in erster Linie in den beiden Eigenschaften zu erblicken, 
daß für sie die Komponente », der Schnelle außer in der Be- 
grenzungsfläche des Horns sonst "nirgends verschwindet und daß der 
zu ihr gehörende Eigenwert z,’ fir „ —> 0 selbst zu Null wird. 

0% Die Reibenentwieklung der Lösung im Raumteil £ < 7 
Bei der Angabe der Lösung in Form einer unendlichen Reihe 
hatten wir uns bisher ausschließlich auf den Raumteil £> be- 
schränkt, d. h. auf den Teil, der die hornartige Verlängerung der 
für gewöhnlich als Parabolspiegel bezeichneten Kappe des Paraboloides 
bildet. Wir wenden uns nunmehr dem nur begrenzt großen Raum- 
teil  < 4 zu, der zum eigentlichen parabolischen Reflektor gehört. Die 
Integraldarstellung (3,6) der Lösung gilt für beide Raumteile, und erst 
die Auflösung dieses Integrals in eine Reihe macht es, wie wir gesehen 
haben, notwendig, zwischen den beiden Fallen = 7 zu unterscheiden. 
Ist nämlich entgegen der bisherigen Annahme £ < 7, so ist es nicht 
mehr statthaft, den offenen Integrationsweg der Gl. (3,6) durch den 
unendlich fernen Halbkreis der rechten s-Halbebene zu schließen, 
weil auf ihm unter dieser gegenteiligen Voraussetzüng der Integrand 
exponentiell unendlich wird. Stattdessen bietet sich für ein § < 4 
die Möglichkeit,dar, den Integrationsweg von Gl. (3,6) durch den un- 
endlich fernen Halbkreis der linken s-Halbebene zu schließen. Das 
folgt wiederum aus den asymptotischen Darstellungen für den Inte- 
granden von (3,6) auf Grund der Angaben in der Arbeit), 

Nun liegen aber nach Abb. 4 auf der linken Seite des Integrations- 
weges nur die einfachen Pole .--(nt3) mit n=0,1,2.. 


Mithin erhält man für das Druckfeld im Raumteil £< so ek is 
folgende erste Darstellungsform: 


. 
N 
uJ 
; 
70 
(6,1) wi (—2in,k) 
(&<n 
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Auch diese Lösung erfüllt alle an sie zu stellenden Forderungen. a 


Da jedes Glied der fir <7 absolut konvergenten Reihe von (6,1, 

in der sie sich darbietet, für sich selbst die Wellengleichung be- 
friedigt, so gilt diese Feststellung wegen der gleichmäßigen Konvergenz 
der Reihe im Intervall £< auch von der Summe der Reihe und x 


damit zugleich vom Druck. Ferner ist für 7 = 4, gemäß dem Auf- as ae 


bau der Lösungsgleichung auch stets od, = 0, und schließlich behält 
auch der Druck p (£,) selbst in der Achse des Paraboloides, wo &=0 
ist, solange wenigstens der Brennpunkt von dieser Betrachtung aus 


geschlossen bleibt, stets einen endlichen Wert, denn die einzige 


Ausnahme von der Regel, gemäß der die Stelle z= 0 für die 


«) durchweg eine singuläre Stelle ist, bildet allein dr 


ag Fall, wo bei nichtnegativ ganzzahligen Werten von n und p der 


Zeiger s=n+ +h wird. Unter dieser Voraussetzung ist nämlich 


nach GL (6,2) die Funktion w® , ,(2) im wesentlichen identisch mit — 


+05 


mit = F(-n;1;9 


= dem Polynom L,(z) von Laguerre. Dahingegen wird die Funk- 


-n—-0,5 


tion w” (2) für alle n = 0, 1,2... an der Stelle z = 0 nach wie 3 
vor unendlich. In der Gl. (6,1) wird demnach allein der erste Summand — 


im Brennpunkt £ = 7 = 0 selbst singulär. Das ist aber auch in der ey, 


Ordnung, denn nach GI. (3,1) stellt dieser Teil der unendlichen 
"Reihe (6,1) nichts anderes als den durch GL (1,2) gegebenen primären 


_ Druck dar, für den sich die Singularität im Ursprung selbst versteht. - 


In der Tat löst man die GL (3,1) unter der Voraussetzung eines §< 4 


in derselben Weise auf wie die Gl. (8,8), so entsteht die Ent- 


4 wicklung (6,3), deren Summenwert durch Gl. (1,2) gegeben ist. Wir 


4c- 


(6,3) = 
2ink)-w' 
2 


n=0 


können daher der Lösungsreihe (6,1), indem wir davon den ersten Es ia 


Summanden abspalten, auch noch die nachstehende zweite Dar- 


'stellungsform gemäß Gl. (6,4) geben. In dieser Gleichung verhält BI 


sich nun das Beihenglied, das nichts anderes als die reflektierte 


Druckwelle wiedergibt, in allen Raumpunkten 0S£=7=, durch- 


regulär. An das durch Gl. (6,4) gegebene Druckfeld schließt 
30* 


— 
. 
(6,2) 
| 
> 
4 
| 
» 
n) 
weg 
\ 
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2inkw” 


2im,k) 


sich in stetiger Weise im durch Gl. (3,12) beschriebene Druckfeld 
an. Den Beweis für diese Behauptung, der auf direktem Wege 
wohl kaum zu erbringen wäre, liefert die Integraldarstellung (3,6) 
als der gemeinsame Ursprung dieser beiden verschiedenartigen Dar- 
stellungsformen. 

Eine besonders einfache Formel entsteht aus (6,4) für den Druck 
an der inneren Begrenzungsfläche des Paraboloides. Da an ihr 7 = % 
ist, so kann man in (6,4) von der Gl. (3,13) Gebrauch machen. Von 
der unendlichen Reihe läßt sich dann ein Glied abspalten, das entgegen- 
gesetzt gleich dem primären Druck an der inneren Oberfläche ist, 
und es bleibt somit nur noch der Ausdruck (6,4a) übrig. Im Scheitel- 

(0) 
2i&k) 


6,4 =— -V,-F- - 


n=O 


punkt der Parabel vereinfacht sich diese Beziehung noch weiter zu 
der Gl. (6,4b). 


1 
_n-- "o 
2 


Was nun das Verhalten und die Möglichkeit der zahlenmäßigen 
Berechnung der in den ceneeneeren Gleichungen auftretenden 
Funktionen we +68 in +05) @) anbetrifft, so liegen hier die Ver- 
hältnisse insofern etwas einfacher als in dem früheren Falle, weil 
sich die genannten Funktionen teilweise auf Polynome reduzieren. 
Für die Fuuktion WW +09) geht das bereits aus der Gl. (6,2) 
hervor. Die gleiche Behauptung trifft aber auch auf die Funk- 
tion we 0,2) zu. Aus der Gl. (3,7), die ja für alle Werte von sgilt, 


folgt.nämiich für ein s= —(n+ 0,5) wegen - u = 0 fürn=0,1,2... a 


(2) und m" 


der Zusammenhang: 


2 


0) D 
ı (+ 2ink). 


kR 3 
fi 0 
| (6,4) ı1(-2in,k) 
fi (0) 


Bei der Entstehung dieser Gleichung aus (3,7) ist allerdings ; ‘th 2 
noch die stillschweigende Voraussetzung zu machen, daß sich die 
Funktion w” , (2) für n=0,1,2... regulär verhält. Das ist — 

-a-i 


aber nach Gl, (6,6), die eine in z absolut und unbeschränkt kon- a 


(0) e (n +d)! 
1@=(5) 
i=0 


-W(1 +a) — ¥(1 — 


Argument die Beziehung (6,5a) 


= 


“0) 


(6,58) Zink) =— 


Mit der Entwicklung (6,4) haben wir nun auch die Lösung der 
eingangs formulierten Aufgabe für den Bereich  < 7 gefunden, wie 
sie der Anregung des Schallfeldes durch eine im Brennpunkt ge- 


legene, eintönige Schallquelle entspricht. Gegenüber der Lösung 


der gleichartigen Aufgabe für das Kegelhorn weist sie den funda- — 


mentalen Unterschied auf, daß für die beiden Raumteile zwischen 
der Hornkappe und der Strahlungsquelle einerseits und zwischen 
der Strahlungsquelle und der sehr weit entfernten Hornmündung 


andererseits zwei ganz verschiedenartige analytische Darstellungs- — 
formen bestehen: In der hornartigen Fortsetzung des Parabolspiegel8 =«_— 
hat die Lösung den Charakter einer Eigenwertlösung. Die pimire 


und die reflektierte Strahlung sind hier zu einer einheitlichen 
Wellenstrahlung verschmolzen, die sich aus unendlich vielen Teil- 


wellen zusammensetzt, von denen eine jede eine mögliche Aus- Er ' 
breitungsform wiedergibt. Im engeren Bereich des Parabolspiegels,, 
der von dem Raumteil zwischen der Kappe des Paraboloides und © 


der durch den Brennpunkt gehenden Querschnittsebene gebildet 
wird, erscheinen hingegen die primäre und die reflektierte Strahlung 


analytisch deutlich voneinander getrennt. Die reflektierte Strahlung 
allein stellt sich zwar auch in diesem Teil als das Ergebnis er 
Überlagerung unzählig vieler Strahlungsanteile dar, aber nur in er 
einem rein formalen Sinne, denn diese Strahlungskomponenten 
bilden in diesem Falle gar keine für sich allein existenzfähigen 
Wellen, da sie die Randbedingungen nur im Zusammenwirken mit 
der primären Strahlung erfüllen. Auch setzen sie sich untereinander 
nicht zu einem orthogonalen System zusammen, so daß es auh für 
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vergente Reihe darstellt, tatsächlich der Fall. Aus der Gl. (6,5) 
folgt für die Ableitung der links stehenden Funktion nach ihrem 


14 
| | 
| ‘pe US 
| 
| 
| 
| 
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diesen Raumteil nicht angebracht ist, für ihn etwa mittels der 
Gl. (6,4) eine Beziehung für die gesamte abgestrahlte Schalleistung 
herzuleiten. 

7. Schlußbemerkungen 


In den vorstehend durchgeführten Untersuchungen werden die 
Gesetzmäßigkeiten aufgestellt, denen das Schallfeld im Innern eines 
hohlen Rotationsparaboloides unterworfen ist, wenn die Anregung 
der Schallwellen von einer im Brennpunkt des Paraboloides an- 
geordneten, punktförmigen Schallquelle ausgeht, die regelmäßige, 
eintönige Schwingungen erzeugt. Die Aufgabe wird gelöst mit 
Hilfe der funktionentheoretisch verallgemeinerten Methode der 
Partikularlösungen, die erstmalig von G.N. Watson?!) angewandt 
worden ist, und der sich der Verfasser auch bereits in den drei 
älteren Arbeiten über das Kegelhorn ?), %), 1?) bedient hat. In bezug auf 
die geometrische Gestalt des für die Wellenausbreitung zur Ver- 
fügung stehenden Raums steht zu der vorliegenden Abhandlung in 
einer gewissen Parallele die Arbeit von W. Magnus‘) Sie behandelt 
die Frage, wie sich die elektromagnetischen Wellen im Innern eines 
parabolischen Zylinders mit vollkommen leitenden Wandungen aus- 
breiten, wenn die monochromatische Strahlungsquelle in gleich- 
mäßig dichter Belegung die Brennlinie des Zylinders erfüllt. Auch 
diese Aufgabe wird nach der obenerwähnten Methode erfolgreich 
in Angriff genommen. Die noch ausstehende Lösung der analogen 
Aufgabe für das Rotationsparaboloid, in dessen Brennpunkt ein 
elektrischer oder magnetischer Dipol steht, wird von dem Verfasser 
in Anlehnung an die vorliegende, gleichartige Arbeit auf dem 
akustischen Gebiet in Kürze herausgebracht werden. 

Wesentlich einfacher als die Lösung dieser inneren Probleme 
gestaltet sich die Behandlung der Aufgaben, die sich mit der Frage 
der Reflexion von ebenen akustischen oder elektromagnetischen 
Wellen an der äußeren Oberfläche eines Rotationsparaboloides oder 
eines parabolischen Zylinders befassen. Mit sehr einfachen Mitteln 
sind derartige Aufgaben schon vor längerer u von H. et 
gelöst worden. 


Mathematischer Anhang 


In diesem Teil der Arbeit werden in möglichst Pa ini een 
im Text benutsten Formeln besonders hergeleitet, sei es nun, weil anderenorts 
darüber nichts zu finden ist und sie doch wichtig genug sind, sei es nun, weil 
sie dort unrichtig angegeben sind, wie das von der Beziehung (3,7) gilt. 
1. An erster Stelle bringen wir einen sehr einfachen Beweis der Gl. (3,7). 
hat in der hier mitgeteilten Form lediglich den Nachteil, daß er nur für 
den Fall p = 0 von Gl. (3,3) und für einen sehr beschränkten Bereich der 


q 
(. 
t. 
a 
I 
© 


H. Buchholz. Die Ausbreitung der Schallwellen in einem Horn usw. 451 


beiden Parameter z und { anwendbar ist. Wir gehen dabei von den definitions- 
gemäß bestehenden Gl. (Ala) und (Alb) aus, in denen die beiden Wurzeln 


d= 


EM 


Abb. 5. Die Zählweise der Phasenwinkel arc(¢ + 1) im Integral (A2) FR 

= 
ihre natürlichen positiven Werte haben, und nehmen dann im Hinblick auf 
die Gl. (A 1b) das Integral (A 2) mit { >.0 längs eines Weges €, der aus der 
ganzen vsellen Achse der zwischen den Punkten —1 und +1 aufgeschnittenen 


\t-1 


t-Ebene und aus dem unendlich fernen Halbkreis der unteren Hälfte dieser 
Ebene besteht. Die Phasenwinkel der Vektoren ¢+1 und ¢—1 längs dieses 
Weges wählen wir entsprechend den Eintragungen in Abb. 5. Der unendlich 
ferne Halbkreis liefert zu dem Werte dieses Integrals auf Grund der Vor- 
sussetzung über { nur einen verschwindend kleinen Beitrag. Da überdies das 
Integral innerhalb dieses Weges keine Singularitäten aufweist, so muß schon 
die phasengerechte Integration längs der reellen Achse allein den Wert Nuli 


RR, 


| 
™ 
i d 1 
1+t 2 2 
(Alb) 
t l\r -—i-—-t Re 1 
-7 +7 
ergeben. 
5 
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Auf Grund der Vereinbarung über die Zählweise der Phasenwinkel kann 
nun zwischen den Punkten —o...— 1 
und zwischen den Punkten —1--- +1 
t+l=1+v und mit 
gesetzt werden. Damit entsteht der Ausdruck: 


oo L zi 

= 
V1 - t-—1 


Nach den obigen Definitionsgleichungen ist aber diese Beziehung identisch 
mit der Gl. (A. 3) fir £>0, die für -ir=s und also t=is und (=27k 
in die Gl. (3,7) des Textes übergeht. Da die in (3,7) linksstehende Funktion 
nach Gl. (A 1a) selbst reell ist, wenn dies von t und ¢ gi so haben zufolge 
dieser Gleichung die beiden Funktionen wo (it) und w® ig (id) bei gleichen 
Realteilen entgegengesetzt gleiche imaginäre Komponenten, d. h. sie sind 
konjugiert komplex. 

2. An zweiter Stelle wollen wir in aller Kürze den Weg beschreiben, 
auf dem man zu der Gl. (3,19) gelangen kann. Etwas ausführlicher werden 
wir im Anschluß daran die Herleitung der Beziehung (5,5) für wi” 6) 
bei großen Werten von r besprechen. 

Es ist bekanntlich für beliebige Werte von p ®) 


x 
1+p 
2 i) 
"Ersetzt man hierin bei genügend kleinen Werten von p die Funktion m{ +?) 


durch den Ausdruck (Ala) und geht zur Grenze p —> 0 über, so führt eine 
einfache Rechnung geradenwegs zu der folgenden besonderen Integral- 


darstellung für die Funktion w (io): 


(A 4) G9 = + - (i). 


= —_* 
r -ir 
2 
(A5) . { ni-2gut (3 ir) ri 
+1 
- f(y 
Var \l+t yı 


d 
| 
ni © 
- 
3. 
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2 Da das hierin vorkommende Integral ebenso wie die Funktion m{)) «d, wie 
man leicht erkennt, ihren Wert nieht ändern, wenn die beiden Parameter z 
und ¢ ihr Vorzeichen gleichzeitig wechseln, so ergibt sich auch hieraus, daß 
die beiden Funktionen w(?(—i¢) und w®, (+4) konjugiert komplexe 
Größen sind. 


Mit der Substitution 2—® 


= exp (22) ist nun aber — 


a 


Verfährt man mit dem letgten Integral auf die vom Verfasser in der Arbeit®) 

egten Art, so kommt man ohne weiteres zu der im Text angegebenen 
Entwicklung (3,19), die das Gegenstück zu der Darstellung (3,18) für die 
Funktion m{® (— j?) bildet. 

Um auch zu einer Entwicklung für w{ (id) zu gelangen, die in Parallele 
zur Gl. (3,17b) steht und die sich besonders für die numerische Berechnung 
dieser Funktion bei großen Werten von + und kleinen Werten von { eignet, 
behandeln wir das Integral von GE (A5) zunächst in eben derselben Weise 
wie oben und wenden dann etwa unter der Voraussetzung eines t > 0 auf das 
Integral mit den Grenzen —© und + den Residuensatz von Cauchy an, 
indem wir auch noch den unendlich fernen Halbkreis der oberen z-Halbebene 
zu dem Integrationsweg .dieses ‘Integrals hinsunehmen. Der Integrand im 
Ausdruck für X besitzt nun nicht nur in den Punkten 


e=i-@p+l)-> mit p=0,1,2... 


eine unendliche Folge wesentlicher Singularitäten, sondern in der Funktion 
In (Eof z) duch einen unendlich vieldeutigen Bestandteil. Dieser Umstand 
nötigt dazu, in der oberen z-Halbebene einen Verzweigungsschnitt vorzusehen, 
der im Punkt in/2 beginnt und von dort längs der imaginären Achse zum 
Punkt i- © verläuft. Nach dem Besiduensatz darf dann das obige Integral 
für X längs des in Abb. 6 eingezeichneten und um den Verzweigungsschnitt 
herumlaufenden Weges genommen werden. Die beiden unendlich fernen 
Viertelkreise liefern dabei für ein z >.0 gewiß keinen Beitrag zu dem Wert 
des Integrals. Längs des Kreises K, aber setzen wir 


und %g 


. e- de) und also Gofz=sin (ge?) 


+ 
4 
+00 
i (2: - In Coj 
? -dz * 
z 
| 
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und wir erhalten dann mit den Abkürzungen 
+: 


(A 6a) x(+4,°) -(5)] 


o(s 


Abb. 6. Der von —@ nach + verlaufende Integrationsweg Sac 
des Integrals in der ersten Gleichung auf S. 461 und sein Ersatz Ba 
durch den unendlich fernen Halbkreis der oberen z-Halbebene _ 


 nebst dem Umlauf um den Verzweigungsschnitt i - = bis i- 


als Beitrag, den die Integration über den Umfang des Kreises K, zum 
gesamten Integralwert den Ausdruck: 


-ip 


: ‘ie tieleten Punkt & des Kreises K, hat dabei In (Eof 2), wie es sein muß, 
Wert In (sin (g- e mit 9 = 0. Hingegen hat er 
im Punkte A,’ den Wert In (sin g) + ni 
und im Punkte B,’ den Wert In (sin 9) — ni. 


BR Auf dem geradlinigen Wege von A,’ nach A, und B,’ nach B, setzen 
wir andererseits 
+0) und damit dz=i-dv, 
und Igz=—ictgr. 


4 
2 
| 
Band 42. 1942/43 
- 
v 
— 
+ + | ctgo— Wl v 8 
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Dann geht v von — ge, und es ist In (€oj z) 
längs A,’ A,: =In(sinv) +i und lings B,’B,: = ln @in v) — ni. 
Im ganzen wird damit nach leichter Rechnung 


dv 
€ 


E: Fährt man auf digse Weise fort, so erkennt man sehr bald die einfache 
_ Gesetzmäßigkeit, die den Aufbau der Integrale (A7a) und (A7b) für die 
anderen linearen Wegstücke und Kreise beherrscht. Sie gestattet sogar die 
Summation der einzelnen Beiträge und führt für x zu dm 
folgenden Ausdruck: 


™ 


> @ ef + i) “a 

® 

@ Für alle o< ; muß nun der Wert von X in der Darstellung von (A7) 


vom Radius o unabhängig sein. Wir haben es daher in der Hand, ihn im Bee 
Rahmen dieser Einschränkung möglichst zweckmäßig zu wählen, unc wir tun — 
dies, indem wir für ein &=- |{| < 0 die Größe von o gemäß der Gl. (A8a) 


3 


festsetzen. Es muß t die, (AS 8b) erfüllen. Dami 3 
wird dann 


ie 
=) 
— 
2 
+x 
= + (2) 
( — e e/ 
(A 8b) 
stehenden Entwicklungen: 
63 fe 


i=0 


+3 (0) 


i=0 


Hierin sind die Koeffizienten c{” (|{|) durch die Gl. (8,17) des Textes gegeben, 
während für die ‚Koeffizienten AD (|7]) bis zu 2 57 das durch GI. (A 10) wieder- 


0) ige _ Ich oe | 


28 - — 216 - + 1357 - — 4504 _ 
3°. 57.7 


+ 


_ gegebene Bildungsgesetz besteht. Geht man mit diesen beiden Darstellungen 
in die Gl. (A 7) ein und berücksichtigt die Gl. (A 8), sa zeigt sich, daß sich mit 
Ausnahme des letzten Integrals der Gl. (A 7) alle übrigen Integrale durch 
Zylinderfunktionen oder damit verwandte Funktionen darstellen lassen. Faßt 
man das damit für X gewonnene Ergebnis. sogleich mit der ersten Zeile von 

WW (A 5) zusammen, so entsteht der folgende vollständige Ausdruck: 


1 
ir) 
(2 n) 


(0),_ 
(— i- | 1 } ın 


x 


= 


0» 
(Fe) 

az|- 
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1 
2 Pi 


Definition von G.N. Watson”) und 8,() das durch Gl. (A 11b) definierte 
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dann noch das Glied mit dem Faktor Cas ganz fortgelassen werden. 


on wicklung (A 12), in der Q(@, ») die durch GI. (A 12a) definierte unvollständige —_ 


n z? 
(A12b) Qe, n+l) =n!-e (in — 0, 1, 2 +++) 
p=0 
ziehung (A 12c) 
0 


E, (2) bedeutet die Weber-Angersche Funktion in der Beseichnungsweise und 


<= 


2 
m= 
Polynom. Die Entwicklung (A 11) ist im übrigen gültig für alle x und {, die 
der Bedingung (A 8a) genügen. 

Der eigentliche Anwendungsbereich der Gl. (A 11) liegt vor für ein >} 
bei kleinen oder mäßig großen Werten von ¢. Sie vereinfacht sich dann ganz 
wesentlich, denn einmal genügt es in diesem Falle, wenn von den unendlichen 

‚Reihen jeweils nur die ersten Glieder berücksichtigt werden. Außerdem darf 


Schließlich hat für solche Werte von + das in (A 11) auftretende Integral nur 
einen sehr kleinen Wert. Es gilt nämlich für dieses Integral die Ent- 


(A 1 2) g 


(A 12a) = fet. 


 Gammafunktion darstellt, für die, sobald 4—p <1 ist, sehr bequem be- 
rechenbare asymptotische Entwicklungen bestehen. Für positiv ganzzahlige 
‘Werte von A— p ist aber Q(x,A — p) für große x nach Gl. (A 12b) ebenfalls 
nur klein. Ist die Größeg in Gl. (A 12) gleich Null, so bekanntlich die Be- 


In genau der gleichen Weise kann man an der Gl. (A 7) verfahren für 
eint=/t]=0. Wählt man dann wiederum den Radius g gemäß der Gl. (A 8a), 
so wird im vorliegenden Falle 


und die gemäß (A 7) entstehenden Integrale lassen sich dann ebenfalls zum 
größten Teil durch Zylinderfunktionen oder damit verwandte Funktionen aus- 
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> 
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drücken. Es kommt dann schließlich unter den jetzigen Bedingungen die a 


Formel zustande: 
1 0): 3 
3] 


wa) = — 


~ 
u 
o 
i 


= a él, 
+ > (=) a) 


t>0, ¢=|¢/>0 


Auch hierin muß wie früher r > 4th sein, während 8} (x) das durch Gl. (A 14) 
definierte Polynom ‘bedeutet. Für äh in (A13) auftretende Integral ändert 


i—1 
s ı ! s 
5) 


sich die asymptotische Entwicklung (A 12) nur insoweit, als im vorliegenden 


Falle hinter dem Summenzeichen noch der Faktor (—)? stehen muß. 
Die im Hinblick auf die Gl. (A11) und (A 13) noch ausstehenden beiden 
Fälle 1< 0, ¢=+|¢| erledigen sich durch den Hinweis, daß ein gleich- 


zeitiger Vorzeichenwechsel von r und ¢ die Funktion wir (i£) in ihren kon- 
jugiert komplexen Wert überführt. 


Zusammenfassung 


In der vorliegenden Arbeit werden die Gesetze der Ausbreitung 
von Schallwellen im Innern eines hohlen Rotationsparaboloides mit 
vollkommen starren Wänden untersucht, wenn die Erregung des 
Schallfeldes durch eine punktférmige, im Brennpunkt gelegene 
Schallquelie für eintönige Schwingungen erfolgt. Für die Lösung 
der Aufgabe, die von der Weliengleichung in den Koordinaten eines 
Rotationsparaboloides ausgeht, wird die Methode der Partikular- 
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lösungen in ihrer leistungsfähigeren funktionentheoretischen 
herangezogen, wobei von der anscheinend neuen Integraldarstel- 


lung (3,1) für die bekannte Anregungsfunktion > R) Gebrauch 


gemacht wird. Die endgültige, den Randbedingungen angepaßte _ % 
Lösung stellt sich nach ihrer Auflösung in eine unendliche Reihe 
in zwei wesentlich verschiedenen Formen dar. a 
In dem Teil des Rotationsparaboloides, der zwischen dem ee 
Brennpunkt mit der Strahlungsquelle nnd dem sehr weit entfernten 4 = 
Endquerschnitt des Paraboloides liegt, besteht das gesamte Druckfeld  __ 
des Schalles aus einem einfach unendlichen System von Teilwellen, — 
von denen jede für sich im Horn existenzfähig ist. In genügend 
großer Entfernung vom Brennpunkt verhalten sie sich alle wie 
einfache, ebene Wellen, die vom Brennpunkt divergieren. Für 7 
Wellen der niedrigsten Ordnung genügen dazu Entfernungen von 
der Größenordnung einer Wellenlänge. Je höher die Ordnung der * is 
Welle ist, um so größer muß diese Entfernung vom Brennpunkt a 
werden, damit das charakteristische Bild der ebenen Welle hervor- _ 
tritt. Die Ordnung der Teilwelle bestimmt sich aus der Lage der M4 
zu ihr gehörenden Nullstelle in der Folge der unendlich vielen 
einfachen Nullstellen der bekannten konfluenten hypergeometrscbon _ 
Funktion M,,(e) in bezug auf bei rein imaginärem Argument. 
E. Diese Nullstellen sind selbst rein imaginär. Die Lage dieser Wurzeln 
hängt selbstverständlich von z ab, in dem als Faktoren die Welen- 
zahl und der geometrische Parameter stecken, der die begrenzende __ 
Paraboloidfläche festlegt. Von der die Nullstellen bestimmenden 
Funktion ist der Arbeit eine kleine Tafel beigefügt. Ebenso sind 
auch die ersten drei Nullstellen in ihrer Abhängigkeit vom Argument 
_vertafelt worden. Zwei Kurvendarstellungen erleichte:n die Ober- 
sicht. Die Funktionen, die das Verhalten der Teilwellen in diesem a 
_ Teil des Schallfeldes beschreiben, bilden ein System orthogonaler für Ke 
_ Funktionen. Dementsprechend läßt sich auch die Schalleistung n 
diesem Bereich durch eine homogene quadratische Form dieser 
 Eigenfunktionen ausdrücken. Das primäre und das reflektierte 4 
_ Schallfeld erscheinen in dem hornartigen Fortsatz des Parabol- 
spiegels analytisch als ein nicht mehr zu trennendes Ganzes. Ex . 
Einen ganz anderen Charakter hat die Lösung in der Kappe __ 
des Rotationsparaboloides ‘zwischen dem Scheitelpunkt und dem 
Brennpunkt. Hier zerfällt analytisch das Druckfeld deutlich in die 
beiden Komponenten der primären und der reflektierten Strahlung, 
ohne daß es zu einer Verschmelzung beider zu einer unendlichen a : ‘ 
Folge für sich existenzfähiger Teilfelder käme. ee 


\ 
} 
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Für die numerische Berechnung der Funktionen werden an den 
geeigneten Stellen allle dazu erforderlichen Formeln mitgeteilt. 
Soweit dabei nicht auf andere Literaturstellen Bezug genommen 
werden konnte, werden die Formeln in einem henna  mathe- 
matisehen Anhang abgeleitet. 
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Die Kondensation von 
aus beliebig vielen Bestandteilen. II 


Von V. Fischer 


(Mit 5 


stimmung der Konzentrationen bei der Kondensation eines Dampf- 
gemisches aus beliebig vielen Bestandteilen entwickelt’, Es soll 
nun ergänzend gezeigt werden, - : 
wie durch Anwendung der Grass- 
mannschen Punktrechnung?) für 
jeden Rohrquerschnitt die bis dahin 
dem Gemisch entzogene Konden- 
sationswärme in Abhängigkeit von 
der Temperatur zu ermitteln ist. 
Abb.i stellt das Schema eines 
Kondensators dar. Am oberen 
Ende desselben trete ein Mol 
eines Gemisches aus n-Bestand- 
teilen dampfförmig mit dem molaren 
Wärmeinhalt 7 ein. Am unteren 


Ende trete es flüssig mit demmols- 44), 1, Schema eines Kondensators 


ren Wärmeinhalt 4, aus. In einem 
Quersehnitt im Abstand z vom oberen Rohrende seien m, Molteile 


mit dem Wärmeinhalt +, kondensiert und m,’ Molteile mit dm 
Wärmeinhalt #,‘ noch dampfförmig. Beim Durchströmen der Rohr- 


länge z wird dem Gemisch die Kondensationswärme gq, durch eine 


Kühltlüssigkeit Damit ergibt sich aus Am 1 die 


bilanz 


und die Mengenbilanz 


(2) m +m, =1. 


1) V. Fischer, Ann. d. Phys. [5] 87. 8.63. 1940. 
2) H. Grassmann, Ges. Werke, Bd. 1, Teil 1. Leipzig 1894, 8. 339. 
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In einer vorhergehenden Arbeit wurde ein Verfahren zur Be- 
mt+m,t, =t—q, 
Annalen der Physik. 5. Folge. 42. 
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Für die Mengenbilanz des i-ten der n-Bestandteile Ab: aus Gl. @ 
wenn wir die Molkonzentrationen mit z bezeichnen, _ 


(3) mM, + m, 2 = 4. 


Es bestehen fiir jeden Querschnitt n solche Gleichungen, pene a 
gleich 1 bis n gilt. 
Aus Gl. (3) ergibt sich ferner unter Beachtung von Gl. (2) 


2, — zZ — 2 & 

i 1 2 2 n n 

(4) M, = = = = = = 
& Zo — 2 2, &@, 

1 1 2, 2, n, E 


Verstehen wir unter den Zustandspunkten in einem i,2- Diagramm 
mit Masse behaftete Punkte im Sinne von Grassmann?), so er- 
halten wir folgende durch Abb. 2 ge- 
gebene Darstellung der Gl. (1)—(3). Der 
Zustandspunkt P’ z;,) hat die Masse m; 
und der Zustandspunkt P (%,, %,) die 
Masse m,. Der nach Gl. (1) und (8) auf 
der Verbindungslinie von P und P’ 
liegende Zustandspunkt, S (i — q,,2,) mit 
der Masse 1 als Summe von m, und m,' 
nach Gl. (2) ist daher der Schwerpunkt 
bzw. die Summe der beiden Zustands- 
punkte P und P’. Für die aufeinander- 
folgenden Rohrqverschnitte bleibt nach 
Gl. (1) und (3) und z, konstant. Die 


Ordinate des Schwerpunktes S ändert 
— % sich daher mit g, und S verschiebt sich 
Abb. 2. Anwendung parallel zur Ordinatenachse. Wahlen wir 
der Puuktrechnung statt 7 einen andern der n-Bestandteile 
für Gl. (8), so bleibt — q, unverändert 


der Kondensatioaswirmen q, 
= und der Schwerpunkt S verschiebt sich 


parallel zur Abszissenachse. Wir ersehen daraus, daß sich q, durch 
eine Darstellung nach Abb. 2 für jeden Rohrquerschnitt bestimmen 
läßt, und zwar ganz gleich, welcher der n-Bestandteile für die Kon- 
 gentrationen z als Abszissen der Zustandspunkte gewählt wird. Damit 
stimmt auch GI. (4) überein. 


Sauerstoff-Stickstoff 


Um die Anwendung des. Verfahrens zu zeigen, wählen wir zu- 
nächst die Kondensation eines Zweistoffgemisches. 


H. Grassmann, a. a. O. 
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Es werde ein dampfförmiges Sauerstoff—Stickstoff-Gemisch von 
5 at mit den Molkonzentrationen z, = 0,21 und z, = 0,79 in einem _ 
Bad von bei 1 at verdampfendem Sauerstoff kondensiert. Abb. 3 
enthält im T, z-Diagramm die Gleichgewichtsisobaren des Sauerstofi— 
Stickstoff-Gemisches bei 5 at nach den Werten von Dodge und ee 3 


Abb. 3. Kondensation eines Sauerstoff-Stickstoff-Gemisches ence 
Dunbar’). Der Beginn der Kondensation ist durch den Punkt 4 
und inre Beendigung durch den Punkt C gegeben. Die Zusammen- 
setzung des Dampfes während der Kondensation ist durch die Tau- 
linie AD urd die Zusammensetzung der Flüssigkeit durch die Siede- 
linie BC gegeben. 
R Die den einzelnen Rohrquerschnitten mit den Temperaturen T', 
ee m, folgen nach Gl. (4) aus Ber 


A 
9% 
00 0 03 06 205 
3 
— 
oe 1) B.F. Dodge u. A.K. Dunbar, Journ. Amer. chem. Soc. 49. S. 591. 1927. 
31* 
% 
a 


ist die Kondensation beendet und es wird hierfür g, = 7 


e bei 1 at verdampfenden Sauerstoffes ist T,, = 90° abs.. Tragen wir 


Be iS Werte von q, als Ordinaten auf, so erhalten wir "die in Abb. 4 dar- 
gestellte Kurve, die sich durch 
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wobei wir mit den Zeigern 0 und & den Sauerstoff im flüssigen 

bzw. dampfförmigen Zustand bezeichnen. i 
Z. B. erhalten wir aus Abb.3 für T,= 97° abs. =, = 0,145 4 

und %, = 0,30. Damit ergibt sich mit z, = 0,21 aus Gl. (5) m= 0,42, — 

Auf diese Weise ist die Kurve EF mit den Temperaturen T, als 

Ordinaten und den Kondensatmengen m, als Abszissen entstanden. 
Da die Absolutwerte der Wärmeinhalte nicht. gegeben sind, 


basieren ihre Werte in den Zustandsdiagrammen auf einer beliebig 
“ gewählten Integrationskonstanten. Hingegen haben Wärmeinhalts- 
differenzen in jedem Zustandsdiagramm unabhängig von der ge- 
wählten Integrationskonstanten denselben Wert. Wir setzen daher 
im 1,2-Diagramm als Integrationskonstante 4, = 0 und 3, = 0, so daß 
die Siedelinie mit der Abszissenachse zusammenfällt. Es wird dann, 
wenn wir die molaren Verdampfungswärmen mit 7 bezeichnen, 
t,,= 7, undi=j, und die Gl. (1) geht über in 

(6) m,7,=7 —q, '). 

Die molaren Verdampfungswärmen von Sauerstoff und Stickstoft 
sind bei 5 at 7, = 46,5-32 = 1488 und 7, = 41,6-28 = 11648. Damit | 
erhalten wir die Taulinie N’G’ im 7,2-Diagramm der Abb. 8, und 2 
es folgt für A’ als Ordinate der’ Wert 7 = 1488-0,21 + 1164,8-0,79 = 
1232,7 kcal/Mol. Es ergibt sich nun z.B. fir T, = 97° abs. 4’S = 
q, = 532, T kcal, und es wird mit *, = 1205 als Ordinate von P’ nach 
GI. (6) m, = 700:1205 = 0,58, mithin m, = 0,42 in Übereinstimmung 
mit dem aus Gl (5) sich ergebenden Wert. Ebenso lassen sich 
weitere Werte von q, in Abhängigkeit von T, auf der Geraden 4’C’ 
ermitteln. Tragen wir sie als Ordinaten über den Werten von m, 
als Abszissen auf, so erhalten wir die Gerade E’F’. Mithin wächst 
die dem Kondensator zu entziehende Kondensationswärme q, pro- 
portional mit der Menge m, des gebildeten Kondensats. Bei 96° abs. 


Die Temperatur des als Kühlflüssigkeit für den Kondensator 


über den Temperaturdifferenzen AT,= T,— T,, als Abszissen die 


wer 


wiedergeben läßt, wobei a = — 1916, b = 11017, c = 2,5 wird, 
Für den Wärmeübergang durch die: Rohre des Kondensators gilt 


(8) pdq,=xndnxAT dz. 
ao |) Vgl hierzu V. Fischer, Ann. d. Phys. (5] 17. 8. 219. 1933. 
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Dabei bedeuten » die Anzahl der Mole des Dampfgemisches, das — 
dem Kondensator zugeführt wird, x die Wärmedurchgangszahl, n die es 


Anzahl der Rohre und d den mittioven Rohrdurchmesser. 


9x 
7200 


7000+ 
800+ 


600+ 


J 
75 8 Ah 85 
Abb. 4. qr-Kurve 


= Führen wir Gl. (7) in Gl. (8) ein, so geht sie über in 
Integrieren wir Gl. (9) zwischen den_Grenzen AT und AT,, so er- se 
halten wir, wenn | die von der Kühlflüssigkeit benetzte rg nu 
-b AT, 4T-o AT, - 
(10) > [2 4T(4T,— 9 (47, 
Mit 4T=T—T,  =98,25— T,—T,, =96—90=6 
geht Gl. (10) über in 
(11) 1 = 171,8 ENG 
Aus Gl.(11) können wir die ‚des Kondenusten 


berechnen, wenn der Rohrquerschnitt,- die Anzahl der 
Wärmedurchgangszahl gegeben sind. 


De 
Die bereits 
im T,z-Di mm an anderer Stelle behandelt!, Ergänzend wird 
’ 
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jetzt das 7,z-Diagramm hinzugefügt und werden aus diesem die 
Wärmemengen g, in Abhängigkeit von den Temperaturen T, er- 
mittel. Die Verdampfungswärmen der vier Paraffine bei 7 at sind | 


einem Diagramm von Maxwell entnommen'). Esfolgt aus diesem für — 3 


die molaren Werte der Verdampfungswärmen 7,, = 66,6-72=4795,2, 
7, = 73,8-58 = 4251,4, 7, = 83,5-44 = 3674, 7, = 98,9-30 = 2967. 


Mit diesen Werten und den Konzentrationen des zu kondensierenden _ 


Gasgemisches’) z,, = 0,05, 2,= 0,35, z, = 0,4, z, = 0,2 erhalten wir 


7 = 4795,2-0,05 +4251,4-0,35 +3674-0,4+2967.-0,2= 3790,75 kcal/Mol. 


be > 


Abb. 5. Kondensation eines n-Pentan-n-Butan-Propan-Äthan-Gemisches 


Mit 7 als Ordinate und z, als Abszisse ergibt sich der Punkt A’ 
m 7,2-Diagramm der Atb. 5, die gleichzeitig die Ergänzung zu 
Abb. 1 der vorhergehenden Arbeit über die Kondensation von Dampf- 
gemischen bildet?). Um eine Wiederholung der Abbildung an dieser 
Stelle entbehrlich zu machen, ist Tab. 1 gegeben, die die Werte aus 
jener Abbildung für Abb. 5 enthält. 

Aus Tab. 1 ergibt sich als Abszisse für B’z, = 0,047 sowie der 
each Za, = 0,586 der Konzentration des dampfförmigen Äthans 


4 1. B. Maxwell, Industrial and Engineering Chemistry 24. 8. 504. 1932. 
= Ei 2) V. Fischer, a. a. O. 
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Tabelle 1 


t,° C A 


43,3 ; , , 0,216 
36,16 0,260 
30,67 0,284 0,318 
22,53 0,359 
16,43 ‚406 | 0,395 
6,1 0,400 | 0,200 
bei Beendigung der Kondensation und damit der Punkt D’. Für 
m, = 0,6 erhalten wir z.B. in Abb. 5 den Punkt P’ mit der Ordinate 
7, = 8539 und der Abszisse z,, = 0,351. Die zugehörige Konzen- 
. tration z,, = 0,099 bestimmt die. Abszisse fir den auf der Abszissen- 
achse Hegenden Punkt Q’. Der Schnitt der Geraden P’Q’ mit der 
Geraden A’C’ gibt den Punkt S mit der Ordinate fF — 4 q,, so daß 
A'S =q,= 2365,75 wird. Aus Gl. (6), die auch hier gilt, finden 
wir m) = = 0,4 in Übereinstimmung mit m, = 0,6. 
Ebenso sind die weiteren Werte von q, ermittelt und als Ordinaten 
über m, als Abszissen aufgetragen. Man erhält damit eine schwach 
gekrümmte Kurve. 

Entsprechend lassen sich auch Rücklaufkondensatoren be- 
handeln, bei denen das gebildete Kondensat und das Dampfgemisch 
in entgegengesetzten Richtungen strömen, so daß an Stelle der 
Grassmannschen Punktsummen Punktdifferenzen treten. 


"Zusammenfassung 
In Ergänzung einer früheren Arbeit!) wird unter Benutzung der 
Grassmannschen Punktrechnung gezeigt, wie man bei der Konden- 
sation von Mehrstoffgemischen die durch eine Kühlflüssigkeit ent- 
zogene Kondensationswärme in Abhängigkeit von der Temperatur des 
Gemisches für jeden Rohrquerschnitt in einem 3,2-Diagramm be- 
stimmen kann. Dies wird für ein Sauerstoff—Stickstoff-Gemisch und 
für das bereits behandelte Vierstoffgemisch n-Pentan-n-Butan— 
Propan—Athan durchgeführt. Überdies wird beim Sauerstoff-Stick- 
stoff-Gemisch ein Ausdruck abgeleitet, aus dem sich die erforderliche 
Rohrlänge des Kondensators unter Benutzung der gefundenen Tem- 
peraturabhängigkeit der Kondensationswärmen ee läßt. : 
1) V. Fischer, a. a. O. 
Berlin-Johannisthal, Pietschkerstr. 13. 


(Eingegangen 7. Januar 1943) 
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der seltenen Erden mit hohem Einfangquerschnitt 
Von Wolfgang Riezler 


were (Mitteilung aus dem Physikalischen Institut der Universität Köln) 
(Mit 3 Abbildungen) 


‘an: Fallen ist der eines Atom- 
kerns für langsame Neutronen in verhältnismäßig‘ weitem Bereich 
umgekehrt proportional der Geschwindigkeit des einfallenden Neu- 
trons. Bei stark absorbierenden Substanzen sind jedoch schon inner- 
halb des thermischen Gebiets merkliche Abweichungen von diesem 
Gesetz zu erwarten, und zwar entweder im Sinn einer schwächeren 
Abnahme des Absorptionsquerschnitts als es dem 1/v-Gesetz ent- 
spricht, wenn die für die Absorption verantwortliche Resonanzstelle 
oberhalb des thermischen Energiebereichs liegt, oder im Sinn einer 
stärkeren Abnahme, wenn sie unterhalb dieses Gebiets, also gewöhn- 
lich im negativen, liegt. Mit Ausnahme von Kadmium, bei dem der - 
Verlauf des Absorptionsquerschnitts mit der Neutronengeschwindig- 
keit gut bekannt ist’), gehören die Elemente mit hohen Absorptions- 
querschnitten alle der Gruppe der seltenen Erden an; es sind die 
Elemente Samarium, Europium, Gadolinium und Dysprosium * *), 
Um die Neutronenabsorption an diesen vier Elementen etwas näher 
zu untersuchen, wurden zwei Versuchsreihen durchgeführt. Zunächst 
wurde die Absorption bei zwei verschiedenen Neutronentemperaturen 
gemessen, um festzustellen, in welchem Sinn sich hier Abweichungen 
vom 1 [o-Gesetz zeigen. In der zweiten Versuchsreihe wurde die Ab- 
sorption einer Borschicht einmal im ungeschwächten Neutronenstrahl 
und dann in dem durch die in Frage stehende Substanz vorgefilterten 
Neutronenstrahl untersucht. Durch die Vorfilterung tritt eine Ver- 
schiebung der ursprünglich thermischen Energieverteilung der Neu- 
tronen und damit der durch das Borfilter bewirkten weiteren Ab- 
sorption auf. Man kann berechnen, wie groß diese Verschiebung 
bei Verwendung eines 1/v-Absorbers als Vorfilter sein muß. Die 
gemessenen Abweichungen gegenüber dem so berechneten FR un 


t 


3 
N 
| Armalen der Physik. 5. F 
468 ysik. 5.Foge. 37} 
Untersuchungen zur Neutronenab on 
= 
7 
4 
2. 


W. Riezler. Untersuchungen zur Neuironenabsorption usw. 469 


Versuchsanordnung 
Als Neutronenquelle diente ein Radium-Beryllium-Präparat von se 

50 mg, das in einen geeigneten Paraffinblock eingebettet war. Für 
die Versuche mit Neutronen von erhöhter Temperatur war das — 
Paraffin in ein dünnwandiges Messinggefäß eingeschlossen, in dem 
es durch einen Tauchsieder auf etwa 240° C erwärmt werden konnie- = 
Durch ein langes Steigrohr wurde das Austreten von Paraffindämpfen 
verhindert. Aus dem Neutronenstrom wurde durch Kadmiumblenden 
ein Bündel mit einem Öffnungswinkel von 18° ausgeblendet. Der 
Nachweis der Neutronen geschah durch eine mit Bortrifluorid von . 
1,2 Atmosphären Druck gefüllte Ionisationskammer. Die Kammerttiefe —_ 
war 15 cm, jedoch wurde infolge der Divergenz des Neutronenbündels — 
nur der vorderste Teil der Kammer voll ausgenutzt. Die Ionenstöße 
wurden durch einen Proportionalverstärker und einen Vierfachunter- 
setzer auf ein mechanisches Zählwerk übertragen. Durch Vor- _ 3 
schalten eines Kadmiumfilters konnte die Restintensität gemessen ee 
werden, die im wesentlichen durch gestreute mittelschnelle Neutronen 
bedingt war. Die untersuchten Proben der seltenen Erden waren a4 
Oxyde besonderer Reinheit. Einen Teil davon stellte uns die Auer- 
gesellschaft in dankenswerter Weise für die Versuche zur Verfügung. 
Eine Korrektur für den Sauerstofigehalt wurde nicht angebracht, da 
sie in allen Fällen noch innerhalb der statistischen Fehlergrenzen 
gelegen wäre und da es sich bei allen Messungen im wesentlichen  __ 
um Vergleichsmessungen am gleichen Filter handelt, bei denen ein 
kleiner, gleichbleibender additiver Fehler keine wesentliche Rolle spielt. 
Aus dem gleichen Grund blieb der geringe Wasser- und Kohlensäure- 
gehalt der Proben unberücksichtigt. 


Messungen mit Neutronen verschiedener Temperatur 


‘Am gleichen Versuchskörper wurde die Schwächung des Nu- __ 
tronenstrahls erst mit Neutronen von Zimmertemperatur (293° abe) ae 
gemessen, dann mit Neutronen, die aus einem auf 500° abs. erhitzten = 
Paraffinkérper kamen. In Tab. 1 sind die MeBwerte angegeben und 
mit den für einen 1/v-Absorber zu erwartenden Werten verglichen. In 3 


Tabelle 1 


(J/Jo)s00 


0,436 + 0,007 
0,502 + 0,009 
0,470 + 0,004 
0,332 + 0,004 


0,478 +.0,016 
0,641 + 0,036 
0,599 + 0,017 
0,415 + 0,015 


Au rg 
| 


4 
1] 
r 
r 
e 
r 
t 
Ele- Torr. 293 Ger. gem. 
e Sm | 0,0301 6560| 5170 | 6100/0832019 
j Eu | 0,0667 2570 2010 | 1690 |1,5840,26 
Gd | 0,00763 21400 | 16800 14600 |1,464018 
Dy |0,3197 g98| 722 735 |0,9340,15 
| 


470 
Spalte 1 steht das bestrahlte Element. ‘Spalte 2 gibt das Gewicht 


des Absorbers in Gramm pro cm*. Spalte 3 gibt die am „kalten“ — 


Neutronenstrahl hervorgerufene Schwächung, Spalte 4 den daraus be- 
rechneten effektiven Wirkungsquerschnitt o,,, für das untersuchte 
Element in der betreffenden Schichtdicke bei 293° abs. In Spalte 5 
ist dieser Wert mit der Wurzel aus dem Verhältnis der beiden 
Temperaturen multipliziert und außerdem noch mit einem ganz nahe 
bei 1 liegenden Faktor a, der dem infolge der veränderten Absorption 


etwas veränderten Verhältnis von a4 = £ Rechnung trägt (vgl. 
k 


such den oe Abschnitt, «& ist in hinreichender Näherung 
J, 
J 
& {In 


dargestellt. Spalte 6 gibt die Schwächung des Neutronenstrahls bei 
einer Neutronentemperatur von 500° abs. durch das gleiche Filter, 
Spalte 7 den daraus berechneten effektiven Wirkungsquerschnitt für 
die hohe Temperatur. In Spalte 8 ist das Verhältnis der gemessenen 
zur. berechneten Verschiebung des Wirkungsquerschnitts durch die 
Temperaturerhöhung angegeben, also der Ausdruck 


— 


- 


Ist dieser Ausdruck größer als 1, so bedeutet dies, daß o schneller 
mit der Neutronengeschwindigkeit abfällt, als es dem 1/v-Gesetz 
entspricht. Ist er kleiner als 1, so erfolgt der Abfall langsamer, 
wäre er negativ, so würde es einen Anstieg bedeuten. Die in der 
Tabelle angegebenen Fehlergrenzen bezeichnen den wahrscheinlichen 
statistischen Fehler. 
Messung der Absorption einer Borschicht 
in dem durch den Probekörper vorgefilterten Strahl Ys, 

Bei der zweiten Versuchsreihe war das Prinzip der EB 
folgendes: Der Neutronenstrahl durchsetzte zunächst ein verhältnis- 
mäßig dickes Filter aus der zu untersuchenden Substanz. Da der 
Absorptionskoeffizient dieser Substanz von der Neutronengeschwindig- 
keit abhängt, wird dadurch eine. Veränderung der ursprünglich - 
thermischen Verteilung der Geschwindigkeiten im Neutronenstrahl 
hervorgerufen. Bringt man in diesen vorgefilterten Strahl einen 
zweiten Absorber, für den das 1/v-Gesetz gilt, so wird man an ihm 
ein anderes Absorptionsverhältnis messen, als das, welches man an 
diesem Absorber in einem Neutronenstrahl thermischer Energie- 


4) - £ als Funktion von In “+. ist in Abb. 3 


gleich 


: 
| 
Er 
q 
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verteilung findet. Würde für den ersten Absorber auch das 1/v-Gesetz 
gelten, so ließe sich aus dem an ihm allein gemessenen Schwächungs- 
verhältnis J,/J, des Neutronenstrahls auch die Verschiebung der 
Absorption des zweiten Absorbers berechnen, welche durch die Ver- 
änderung des Geschwindigkeitsspektrums durch den ersten Absorber 
hervorgerufen wird. Die Messung wird bei Verwendung von Stoffen 
mit hohem Wirkungsquerschnitt gegenüber langsamen Neutronen im 
allgemeinen ergeben, ’daß die Absorption der Borschicht in dem vor- 
gefilterten Strahl nicht dem so berechneten Wert entspricht. Isi sie 
größer als der berechnete Wert, so bedeutet das, daß der unter- 
suchte erste Absorber die langsamen Neutronen im Mittel stärker 
absorbiert als ein 1/v-Absorber, daß der Einfangquerschnitt also 
schwächer abfällt, als es dem 1/v-Gesetz entspricht. Der umgekehrte 
Fall ist ein Beweis für einen stärkeren Abfall. 

Die Berechnung der für zwei hintereinandergesetäte 1/v-Absorber 
zu erwartenden Werte geschieht auf folgende Weise: Es sei J, die 
Intensität des ungeschwächten Neutronenstrahls, J, die Intensität nach 
Schwächung durch Absorber 1 allein, J, die Intensität nach Schwächung 
durch Absorber 2 allein und J, », die Intensität nach Schwächung 
durch beide Absorber. Bezeichnet man mit‘ n, und n, die Zahlen der 
absorbierenden Atome pro cm? Schicht in jedem der beiden Absorber, 
so seien folgende Werte als effektive On definiert: 


Ferner bezeichnen v,r. die Geschwindigkeit der Neutronen von der 
Energie kT, o,r den. Einfangquerschnitt der untersuchten Substanz 
für diese Neutronen und s=no,r die wirksame Schichtdicke, Die 
Einheit der Schichtdicke ist dann diejenige, die einen Neutronen- 
strahl der Energie kT auf den e-ten Teil schwächt. 

Der Wert für oe, hängt von der Schichtdicke ab. Bei ur- 
sprünglich thermischer Energieverteilung der Neutronen gilt für einen 


EN 
4 
> 
i 
r 
e 
7 = —In—, 
eff. 1 J, 
r 1 J, 
ef.2 = — 
Ny J; +1 
n 
ig 
3- 
- 
h 
= 
bl dx 
m ö 
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wobei 2 dieser Gleichung läßt sich Funktion 


kT 
von s durch graphische Integrationen auswerten. In Fa 1 ist & = ur 
k 
als von s dargestellt. 


7 
Abb. 1 


| RE Multipliziert man die so erhaltenen Funktionswerte mit s = nor, 4 
} so erhält man eine Funktion In 7s = f(s), die in Abb. 2 dargestellt 


ist. Aus den Kurven J und 2 folgt der Funktionsverlauf von =. =£ 
kT 


als Funktion von In, der in Abb. 3 dargestellt ist. 


Mit Hilfe der Funktion f(s) aus Abb. 2 läßt sich nun das Ab- 
sorptionsverhältnis des Absorbers 2 in dem durch einen 1/v-Absorber 1 
Strahl Es gelten die Beziehungen: 


=f, 


+ —f(,)]- 
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Tab. 2 gibt einen Überblick über die gemessenen und über die 
unter Annahme eines 1/v-Gesetzes berechneten Werte. In Spalte 1 
Tabelle 2 


Ele- de 
ment giem? | (oon, 2) gem. (oon, a)ver.|4 4G ver. 
on 
0,615+0,013| 482 432 42 0,46 + 0,24 
0,662+0,017] 410 42 | 114 1,39 +0,29 
= 0,705 +. 0,016 348 433 176 1,93 +0,25 
0,657 +0,011 417 415 107 0,98 +0,17 
4 
4 A 
L 
4 7 
7 
Abb. 2 
t steht das als Vorfilter verwendete Element, in Spalte 2 das Gewicht 
des Filters in Gramm pro cm* Die Filter waren die gleichen wie 
3 
N 
~ 
| 
7 


die bei Versuch 1 untersuchten. Spalte 3 gibt das Schwächungs- 
verhältnis J,/J, des thermischen Neutronenstrahls durch das Vor- 


4 
+ 
7 
> 
N. 
* 
4 
pose 
4 
A 
en 
“ 
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filter, Spalte 4 das Schwächungsverhältnis J,/J, für einen in den 
vorgefilterten Strahl gehaltenen Borabsorber mit 0,0181 g/cm*. Das 
für den Borabsorber im ungefilterten Strahl gemessene Schwächungs- 
verhältnis ist 0,529 + 0,013, woraus sich ein effektiver Wirkungs- 
querschnitt og, = (524 + 13) x 10-** cm? berechnen läßt und ein 
or = (509 + 13) x 10”2*cm?. In Spalte 5 steht der aus dem in 
Spalte 4 angegebenen Schwächungsverhältnis berechnete effektive 
Wirkungsquerschnitt (c.¢2)gem. eines Borkerns im vorgefilterten 
Strahl in Einheiten 10-2*cm?; in Spalte 6 ein. Wert des effek- 
tiven Wirkungsquerschnitts für das Borfilter (oi. 2)ber., den man 
nach GL (2) erwarten sollte, wenn ' man als Vorfilter einen 
1/v-Absorber von gleichem Schwächungsverhältnis wie das des 
benutzten Probekörpers verwendete. Spalte 7 gibt die gemessene 
Verschiebung des effektiven Borwirkungsquerschnitts durch das 
Vorfilter, also Aogem. = 524 — (or. 2)gem., Spalte 8 die Werte, 
die für die gleiche Verschiebung berechnet wurden unter der 
Annahme, daß das Vorfilter ein 1/v-Absorber ist, also “Acre, = 
524 — (or. 2)ver.- Spalte 9 zeigt das Verhältnis der gemessenen 
zur berechneten Verschiebung. 


Diskussion der Meßergebnisse 


Die MeBreihe mit Neutronen veränderter REES oa aie 
MeBreihe mit vorgefilterter Neutronenstrahlung stellen physikalisch 
etwas ganz verschiedenartiges dar. Man darf also nicht ohne weiteres 
erwarten, daB die MeBergebnisse miteinander vergleichbar sind 
Immerhin wird man jedoch bei einem einigermaßen monotonen 
Verlauf der Funktion o(v), der praktisch innerhalb des thermi- 
schen Geschwindigkeitsbereichs wohl immer gegeben ist, ein zu- 
mindest qualitatives Parallelgehen der Ergebnisse beider Messungen 
erwarten dürfen. Dies wird auch durch die Versuchsergebnisse 
bestätigt. Für Europium und Gadolinium ergeben beide Meb- 
reihen Abweichungen im Sinn eines steileren Abfalls des Wir- 
kungsquerschnitts, als er nach dem 1/v-Gesetz zu erwarten wire. 
Die fir die Absorption der langsamen Neutronen verantwortliche 
Resonanzstelle wird also in beiden Fallen sehr nahe bei Null im 
negativen Energiebereich liegen. 

Bei Samarium zeigen beide Messungen eindeutig, daB die 
Resonanzstelle oberhalb des thermischen Energiebereichs liegen muß. 
Innerhalb des thermischen Bereichs zeigt der Wirkungsquerschnitt 
noch einen schwachen Abfall mit der Neutronenenergie. Bei Dys- 


q 
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prosium ist keine Entscheidung über die Lage der Resonansstelle 
möglich, da die gemessene Verschiebung mit der nach dem l/o-Geseta 
berechneten übereinstimmt. Jedenfalls erscheint es aber nicht wahr- 
scheinlich, daß eine verhältnismäßig schmale Resonanzstelle nahe i 
Null im negativen Energiegebiet liegt. Diesen Schluß hat man bisher 3 
im allgemeinen. aus der Beobachtung gezogen, daB die Aktivierung — f 
von Dysprosium durch langsame Neutronen infolge des (n, y)-Prozesses 
hinter einem Kadmiumfilter praktisch auf Null heruntergeht, während e 
eine Borkammer als reiner 1/v-Indikator hinter dem gleichen Kadmium- 


Erklärung könnte. vielleicht dadurch gegeben werden, daß nur ein 
Teil der bei Dysprosium gefundenen starken Absorption wirklich vom _ 
Isotop 164 herrührt und so Anlaß zur Bildung der 2,3- Stunden- 

Aktivität gibt. Für diesen Teil der Absorption wird die Resonanz- 
stelle wohl nahe bei Null im Negativen liegen, weil der Abfall des Ein- £ 
fangquerschnitts mit zunehmender Neutronengeschwindigkeit offenbar —__ 
steiler als bei Bor erfolgt. Nach den vorliegenden Versuchen sollte 
dann ein beträchtlicher Teil der Absorption einem der übrigen Skee a 
zuzuschreiben sein, die durch (n,y) wieder in ein stabiles Isotop tiber- __ 

geführt werden und so bei der Aktivierung nicht in Erscheinung — 
treten. . Für diesen zweiten Prozeß liegt die Resonanzstelle wohl 
oberhalb des thermischen Gebiets. aS 


Zusammenfassung ER : 


Messungen mit Neutronen verschiedener Temperaturverteilung an- 
gestellt. Ferner wurde die Absorption einer Borschicht in dm durch 
die betreffenden Neutronen vorgefilterten Neutronenstrahl beobachtet. 
Die Meßergebnisse lassen sich in .der Weise deuten, daß die für de 
Absorption von Europium und Gadolinium verantwortlichen Resonanz- = 
stellen im negativen Energiegebiet liegen. Die für die Absorpion 
von Samarium verantwortliche Resonanzstelle liegt oberhalb des 
thermischen Energiegebiets. Bei Dysprosium deuten die vorliegenden 
Meßergebnisse im Verein mit andern Beobachtungen darauf hin, daB 
zwei Isotope mit verschiedenen Resonanzstellen für die Absorption 
verantwortlich sind. 


Zu Dank verpflichtet bin ich Herrn Prof. F. Kirchner für sein _ 5 2 
dauerndes Interesse am Verlauf der vorliegenden Arbeit, Hrn 
Dr. W. Stupp für seine — der Absorption 


filter noch einen gut meBbaren Anteil von Neutronen anzeigt. Eine 
® 
| 
L 
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Der Auergesellschaft danke ich für die Überlassung sehr reiner 
Präparate von seltenen Erden. 

Aus äußeren Gründen wurden die Versuche im April 1942 ab- 
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Über Kennlinien eines 
Von G. Schöls 


(Mitteilung aus dem Hochschule Mts Laboratorium der Technischen 


Hecheshale 


> 


Einleitung 


In zahlreichen Arbeiten des Elektrophysikalischen Labora- 
toriums der Technischen Hochschule München, welche sich mit dem — 


Gebiet der gesteuerten Gasentladungen befassen, wurden physi- En, 
kalische Grundlagen und Mechanismur des Steuereffektes in den a i 


Hauptziigen geklart. 
Aufgabe und Ziel dieser Arbeit ist es, in Analogie zur Hoch- 
vakuumröhre sämtliche stationären Steuercharakteristiken eines Fee 


silberniederdruckbogens aufzunehmen und deren Verlauf aus den = 


Eigenschaften des gesteuerten Bogens zu erklären. 


ig 
Aufgenommen wurden die U,-J,-, U,-U,-,. J,- -Kenn- 
linienfelder. Aus diesen Kurven wurden sodann die für die Röhre — 


charakteristischen Daten, wie der innere Widerstand R,= Be 


der Durchgrift D= — die Steilheit = [57° 


und als Funktion des Anodenstromes aufgetragen. Zum Schlusse 
konnte noch die Gültigkeit der Barkhausenbedingung R;-S-D = 1 
far sehr viele nachgeprüft 


1. Apparatur 


abgeleitet, 


Die Versuche wurden mıt einer in Abb. 1a u. 1b schematisch 5 


dargestellten stabilisierten Anordnung durchgeführt. Die Zündung er- ee z 


folgte durch eine Zündelektrode aus Halbleitermaterial 
prinzip!. Die vakuumdichte Verbindung des unteren Ansatzgefäßes — 
mit dem zylindrischen Aufsatz wurde mit Hilfe einer Gummidichtung, 
wie sie schon an anderen Stellen(3) beschrieben worden ist, erreicht. 


Zum Schutz gegen elektrolytische Auffressung ınußte der Ring 
metallisch mit der Wand des Wasserbehälters verbunden werden. 
Als Gitter wurde ein käufliches Präzisionsnetz mit 20 Maschen/cm 
“ Annalen der Physik. 5. Folge. 42. 
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verwendet. Die Drahtdicke war 0,1 mm, freier zu gesamtem Quer- 
schnitt betrug 64°/,. Das Gitter war auf einem gedrückten Metall- 
ring aufgeschweißt, dessen Abstand von der Glaswand ungefähr 
1mm betrug. Bei diesem Abstand konnte noch kein seitliches Vorbei- 
brennen des Bogens stattfinden ‘und die Bildung leitender Brücken 
durch aufgestäubtes Gittermaterial wurde sicher vermieden. Zur 
Herstellung eines genau definierten Dampfdruckes in der Entladungs- 
röhre wurde das Gefäß in einem Wasserbehälter mit Rührwerk 
betrieben; die Temperatur des Wassers konnte mittels eines Kon- 
taktthermometers auf '/,,°C genau konstant gehalten werden. 


| 
Abb. la. Versuchsgefäß FREENET ER des stabilisierten 
Bogens zur Aufnahme der Kennlinien 


2. Schaltschema (vgl. Abb. 1) 


An die Röhre wurde über einen Widerstand, der von 0 bis 
700 Ohm variiert werden konnte, eine Gleichspannung von 220 Volt 
gelegt. Der Hilfsbogen wurde über einen Widerstand von 50 Ohm 
mit 110 Volt betrieben. Durch eine der Röhre parallel geschaltete 
Braunsche Röhre konnte der Quecksilberniederdruckbogen auf seinen 
schwingungsfreien Zustand nachgeprüft werden. R, und C, wurden 
zur Unterdrückung und Wegdämpfung tatsächlich eingetretener 
Schwingungen in die Schaltung aufgenommen. Stabilisierung der 
gesamten Anordnung wurde dadurch erreicht, daß man bei Zu- 
führung der Gitterspannung einen Pol des Gitterwiderstandes mit 
der Anode direkt verband. Über Mechanismus der Stabilisierung 
vgl. (3). 
3. Kurven 

Der Zustand einer Röhre, ein Betriebspunkt, ist charakterisiert 

durch vier Größen, den Anodenstrom J,, die Brennspannung U,, 
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die Gitterspannung U, und den Gitterstrom J, Alle vier Größen 3 
. sind gekoppelt. Wie nun aus dem Ergebnis zahlreicher Messungen, 
in denen sowohl J,, als.auch U, und U, konstant gehalten und J, 
dazu notiert wurde, hervorgeht, ist ein Betriebspunkt eindeutig durch 

‘a zwei Meßgrößen festgelegt, wir haben also nur zwei unabhingige 
q Variable. J, ist mit J, und U, me. gegeben. Somit erhalten 
wir U, =U, U); J, =J{0,, U,=U ,»J,). Eine Wieder- 
gabe dieser Curves und deren Al ‚8,Din 
% form dargestellt, werden in Abb. 2—7 gescigt.. Au 


St 


Abb. 2. J, - U,-Kennlinienfeld. 7, = 30°C 


& 
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verlauf wie "Wird der Anodenstrom kleiner, so 
nimmt die Trägerkonzentration N um die Gitterdrähte ab, und da 
U, und damit die in der Langmuirschicht abfallende Spannung 
U"s 

Wh 

die Schichtdicke s gréBere Werte annehmen. Mit zunehmenden 
Schichtdicken werden aber immer mehr von der Anode strémende 
positive Träger im Gitterkanal abgefangen, so daß unmittelbar vor = 
der Doppelschicht ein Ionenmangel entsteht. Soll nun aber das 
von der Doppelschicht immer geforderte gleichbleibende Verhältnis 
%,/i_ für beide Stromanteile bestehen bleiben, so muß die Doppel- __ 

schichtspannung zunehmen, um durch eine höhere, den passierenden = 
Elektronen mitgeteilte Energie die Ionisierungsausbeute im Anoden- = 

raum zu steigern, damit den Ionenmangel zu beheben und so das 


gleichbleiben soll, muß nach der Langmuirgleichung: s = c- 
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geforderte Verhältnis zu erhalten. Somit muß, wie .Abb.2 zeigt; 
U, monoton mit kleiner werdendem J_ zunehmen (bei konstantem U ). 
Daß wir — noch konkave Charakteristiken vorfinden (daß 


also auch noch 2 aye = R, monoton mit abnehmendem Anodenstrom 


größer wird), soll später bei der Beschreibung der R,-Kennlinien 
noch näher erörtert werden. 

Abb.3 gibt die Abhängigkeit der Brennspannung bei konstantem 
Anodenstrom wieder. U,=U,(U Ju=cont. Die Kurven zeigen eben- 
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Abb. 3. U,- U,- Kennlinienfeld 


falls fallende Charakteristik. Ist der Anodenstrom konstant, so 
werden mit zanehmender negativer Gitterspannung die Langmuir- 
schichten um das Gittergerippe immer dicker. Das bedeutet, wie 
bereits dargelegt, eine Zunahme der Brennspannung. Die Tat- 
sache der konkaven Charakteristik soll ebenfalls später diskutiert 
werden. 

Die dritte MeBreihe (Abb.4), welche durchgeführt wurde, war 
die Aufnahme der J,-, U,-Kennlinien. J, = J (U )u=ens. Ist U, 
konstant, so b} sien, wie die experimentelle zeigt, die 
Plasmaverhältnisse um die Gitterdrähte erhalten, also auch die 
Langmuirschichtdicke s. Wird U, negativer, so muß, damit s er- 
halten bleibe, J, gröbere Werte annehmen, um dadurch durch er- 
höhte lonisierung, also durch verstärkte Trägerkonzentration, die 
Schichtdicke s wieder auf den ursprünglichen Wert zurückzukompen- 
sieren. J, fällt mit wachsendem U, bei konstantem U. __ 
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t, Abb.5—7 bringen die R,-, S- und D-Kennlinien als Funktion 
„> von J, bei konstanter Gitterspannung. Betriebspunkte mit gleichen ae 
Anodenspannungen sind gestrichelt eingezeichnet. Diese Größen 
m nun wurden durch Tangentenbildung mit Hilfe eines Spiegellineals ie 
: an die in Abb. 2—4 gegebenen Kurven fir zahlreiche Betriebs- 
r punkte ermittelt. Die maximalen Fehler, welche durch diese sub- 
“ jektive Methode entstanden, wurden durch einen Versuch mit zahl- r 
I- 
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+t Abb. 4. J,- U,-Kennlinienfeld 
ir reichen Messungen durch Vergleich mit einer genau definierten Rich- __ 
% tung zu ungefähr 2°/, erkannt. 
e Die inneren Widerstände sind negativ und nehmen Werte von = 
e 2 Ohm aufwärts bis unendlich an. Sie werden um so höher, je __ 
r kleiner die Anodenströme und Gitterspannungen, je größer die 
‘ Anodenspannungen werden. Das erklart un) sofort aus folgender 
e Beziehung: 


Nach der Langmuirgleichung ist: 
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wobei s monoton mit U,, und N monoton mit J, zunimmt. Mit 
ist U const., ist: 


d(c- = 0 = Nh. ds + 
ER R, an Tan“ Wh 
rooog 
\ \ 
N \ Nu 
\ = 
N \ 
N 
"4 
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v 05 40 45 20 Au Ama] 35 


Abb. 5. Abhängigkeit des inneren Widerstandes von den Betriebsdaten 


Da s monoton mit U, und U,, N monoton mit J, wächst, wird 


ds 
R, = const. 


Die Stromspannungskennlinien von Abb.2 nehmen ab ungefähr 
95—100 Volt Anodenspannungen etwa senkrechten Verlauf an. 
m: R, geht für diese Betriebspunkte gegen unendlich. Diese Spannung 
a liegt gerade 10—15 Volt über der Spannung für das Ionisierungs- 
i maximum der Ionisierungsfunktion f, Da man für den Spannungs- 
ex. abfall in einer Entladungsröhre ohne Steuergitter ungefähr 10 bis 

3 15 Volt Spannungsabfall in Rechnung setzen darf, treffen bei 95 bis 


mit U, und U, größer und nimmt mit J, ab. 
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100 Volt Anodenspannung gerade 85 Volt auf die Doppelschicht- ‘3 
spannung, di i. gleich der Spannung. für das Ionisierungsmaximum 


264 


Ris 


Es wäre der Fall denkbar, daß für noch höhere sisi 2. 
R, wieder positiv würde. Diese Frage wurde jedoch nicht weiter 
untersucht, da man für einen merklichen Effekt eine sehr viel höhere = tk 
Anodenspannung benötigen würde (vgl. Ionisierungsfunktion), die eine N) 


weißglühend.) 

In Abb.6 ist die Abhängigkeit des Durchgriffs vom Anoden- 
strom und der Anodenspannung dargestellt. Die Durchgriffswerte 
sind im allgemeinen stark abhängig von den Entladungsgrößen, im 
Gegensatz zur Hochvakuumröhre, wo D ungefähr konstant bleibt. 
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D wird mit wachsendem U,, also abnehmendem J, und U, kleiner. 
Während der innere Widerstand bei größtem U,, also größten Lang- 
muirsckichtdicken die höchsten Werte erreicht, nimmt der Durch- 
griff hier die kleinsten an. Liegt eine bestimmte Anodenspannung 
und damit eine definierte Schichtdicke s vor, so ist zur Kom- 
pensation von einem durch AU, erzeugten As noch ein zusätz- 


27, 


E 
05 70 75 20 25 Ja [in] 


Abb. 7. Abhängigkeit der Steilheit von den Betriebsdaten Je 


liches AN durch ein AU, notwendig, das um so größer sei 
muß, je höher U, jeweils ist. Der Durchgriff D=— lim 
4u>04 U. 
wird somit mit zunehmenden Anodenspannungen, also mit ab- 
nehmender Gitterspannung und Anodenstrom kleiner, was Abb. 5 
bestätigt. 
Abb.7 bringt den funktionellen Zusammenhang der Steilheit 


mit den Entladungsgrößen. Die Steilheiten nehmen Werte bis zu 

550 [Fae an, also wesentlich héhere Werte ais bei der Hoch- 

vakuumröbre. Nach der Langmuirgleichung ist s=c- a 

Durch Differentiation erhält man: Peers 
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aN 3 N 


Da N monoton mit J,, U, mit negativer werdendem U zunimmt, : 
muß die Steilheit mit wachsendem Anodenstrom a nee ge 
werdender Gitterspannung größere Werte annehmen. S ist negativ. 

Zieht man nun abschließend die Parallele’ zwischen Hoch- 
vakuumröhre und Quecksilberniederdruckbogen hinsichtlich R,, S 
und D, so kann man feststellen: Während bei der Hochvakunm- ei 
röhre der Durchgriff im allgemeinen als konstant angenommen werden ae j 
kann und Steilheit und innerer Widerstand von den Betriebsbedin- 5 
gungen abhängig sind,’ sind bei Gasentladungsröhren alle Größen ER 
von den jeweiligen Betriebsbedingungen abhängig, wenn auch ver- __ 
schieden stark. S ist nie so großen Schwankungen unterworfen, 
wie R, und D. Die Gründe liegen in der Zunahme der Steuer- 
wirkung mit größer werdendem U, wie sie in der Ionisierungskurve 
ihre Erklärung findet. Alle Größen, bei denen zur Berechnung ein 
AU, eingeht, sind extremen Schwankungen unterworfen. 

Mit Hilfe der einzelnen, für jeden Betriebspunkt abgeleiteten 
Daten, konnte nun die Barkhausenbeziehung 'R,-S-D= 1 auch für 
den Quecksilberniederdruckbogen nachgeprüft werden. Es wurde 
R,-8.D, für jeden Arbeitspunkt ausgerechnet und bei den Strom- 
spannungscharakteristiken (Abb.2) bei den Arbeitspunkten vermerkt. 
Wie man sieht, ist auch hier die Barkhausenbeziehung gut erfüllt, 
und die Abweichungen, die dann und wann entstehen, verlaufen 
zumeist innerhalb der subjektiven Fehlergrenze von 3-2°/, = 6°/,. 
Fast sämtliche Werte liegen zwischen 0,94 und 1,06. Es ist dieses 
positive Ergebnis überdies noch eine Bestätigung dafür, daB der 
Gitterstrom die übrigen Entladungsgrößen sehr wenig beeinflußt, 
daß also J, aus den Betrachtungen zu Recht ausgeschlossen werden 
durfte”). 

Resultat der Gesamtarbeit ist schließlich eine Summe physi- 
kalisch erklärter Kurven mit allen zur Orientierung über die Ver- 
wendungsmöglichkeit der Röhre notwendigen Daten. 


Diese Arbeit wurde durchgeführt im Elektrophysikalischen 
Laboratorium der Technischen Hochschule München. Meinem ver- 


* Die hier angeführten Meßreihen wurden auch noch mit einer nicht 
stabilisierten Anordnung bei verschiedenen Dampfdrucken durchgeführt. Die 
Charakteristiken zeigten qualitativ ce Verlauf, nur brachen sie alle bei 


etwa 50—60 Volt Betriebsspannung ab. 
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ehrten Lehrer, Herrn Prof. Dr. W.O. Schumann danke ich für die 
Anregung zu der Arbeit und stetige Beratung bei ihrer Durch- 
führung, Herrn Dr. H. Fetz für seine Unterstützung, ferner der 


Deutschen Forschungsgeieinschaft, welche durch ihre Unterstützung 
die Arbeit ermöglicht hat. 


29) A.Glaser, AEG-Jahrbuch 4. 8. 162. 
3) H. Fetz, Ann. d. Phys. (5) 87. 8. 381. 1941. 
4) Engel-Steenbeck, Elektr. Gasentladungen 1, 2. Bd. 


‘ 
| 
1) E.Kobell, Bull. Schweiz. Elektrotechn. Ver. 14. S. 41. 1933. a 
a 
München. 
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- In einer vorhergehenden Arbeit!) wir des. 
Zn$—Cu-Phosphors durch «-Strahlen, Licht und Druck systematisch _ 
verfolgt und auf die für diese Prozesse chkarakteristischen Ver- 
änderungen der Phosphoreigenschaften hingewiesen, welche qualitative _ 
Verschiedenheiten des Zerstérungsvorgangs in diesen Fällen anzeigen 
und damit neue Erfahrung für die weitere Beherrschung des Phos- — 
phoreszenzphänomens liefern. 


Der quantitativen Verfolgung war besonders die zeitlich fort- 
schreitende Zerstörung durch die «-Strahlung von Radium-Emanations- 
präparaten zugänglich, die wir an einer Reihe von Proben mit An- 
fangsgehalten von rund 8—15 mg Ra-Äquivalent im g Phosphor 
durchgeführt haben. Das Ergebnis zeigte sich mit der Annahme 
verträglich, daß innerhalb der Beobachtungsgrenzen ein linearer Zu- 
sammenhang bestehe zwischen dem Logarithmus der auf jeweils 
gleiche Aktivität bezogenen Phosphorhelligkeit und der in drMassen- 
einheit des Phosphors wirksam gewesenen mg-Stundenzahl unddaBent- —_— 
sprechend Phosphorhelligkeit und Aktivität der erregenden Strahlung 
einander proportional seien. So überzeugend dieses mit einfachsten 
theoretischen Vorstellungen in Einklang befindliche Ergebnis r- 
scheint, so ließen doch die Unterschiede in der Alterungsgeschwindig- _ 
keit, die sich beim Vergleich der verschiedenen Proben untereinander 
ergaben, Zweifel an der unbeschränkten Gültigkeit dieser Vorstellungen 
entstehen), die den Wunsch nach einer Erweiterung der Versuche 
nahelegten. 

Die gegenwärtige Arbeit berichtet über die Ergebnisse dieser 
Erweiterung. Die fortlaufenden Messungen legen wie früher den 
zeitlichen Gang der Radio- und Photolumineszenz an einer Reihe _ 
von Phosphorproben fest, die jetzt im wesentlichen aus dem gleichen 


RE 
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1) A. Becker u. J. Schaper, Ann. d. Phys. [5] 42. S. 297. 1942. 
2) A. a. O. 8.314. 
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Material — Maier-Phosphor 453') — bestehen und deren Anfangs- 
aktivität systematisch in den weiten Grenzen von rund 2—28 mg Ra- 
Äquivalent im Gramm Substanz variiert wird, wozu noch anderweitige 
Messungen mit Aktivitäten von 0,01—0,1 mg Ra im Gramm hinzu- 
genommen werden. Das Meßverfahren ist dasjenige der früheren 
Untersuchung. Alle Proben ‘befinden sich in ausgeheizten und 
evakuierten flachen Quarzgefäßen mit ebenem Boden von etwa 30 mm 
Durchmesser, die zu gegebener Anfangszeit mit Radiumemanation be- 
schickt und dann abgeschmolzen- werden. Die Gefäße sind so weit mit 
Phosphor gefüllt, daB merkliche Hohlräume fehlen und nur noch eine 
leichte Beweglichkeit des Pulvers bestehen bleibt. Die Beobachtung 
erstreckt sich im allgemeinen auf Zeiten von mehreren 100 Stunden, 
in denen die Emanation bis auf etwa 5 v.H. des Anfangsbetrags ab- 
geklungen ist. 4 
1. Radioluminessens 4 
Zur zeitlichen Verfolgung der durch die «-Strahlung hervor- 
gerufenen Phosphoreszenzerregung haben wir jede Probe in Inter- 
vallen von 10—20 Stunden durchschnittlich etwa 20 mal lichtelektrisch 
gemessen, indem wir sie nach vorausgegangener Durchmischung in 
wenigen Millimetern Abstand ohne Lichtfilter auf ein empfindliches 
Selenphotoelement leg.en, das mit einem niederohmigen Galvanometer 
verbunden war. Nach dem Ausfall früherer Prüfung beziehen sich 
die Aussagen dieser Messungen mit praktisch ausreichender Näherung 
auf die grüne Hauptbande der Phosphore. Wir haben jedoch die 
Frage der Filterung auch jetzt nicht ganz außer acht gelassen und 
untersucht, ob etwa eine Abhängigkeit des Verhältnisses der ohne 
Filter und mit dem Schottfilter GG 11 gemessenen Leuchtstärke von 
der Alterung der Phosphore besteht. Das Ergebnis wird durch die 
in Abb. 1 eingetragenen Meßpunkte veranschaulicht. Es zeigt sich 
hier am Beispiel von 4 Phosphoren tatsächlich ein Anwachsen des 
Intensitätsverhältnisses mit der Alterung um etwa 7 v.H. des An- 
fangswerts innerhalb des hier betrachteten Bereichs, wie es auch 
schon bei den früheren Beobachtungen angedeutet war. In Über- 
einstimmung mit unserem früheren Schluß glauben wir auch jetzt, 
diesen Gang nicht etwa der zunehmenden Beteiligung der blauen 


1) Der W. Maier G.m.b.H. haben wir für die entgegenkommende Uber- 
lassung des Phosphormaterials sehr zu danken. Es handelt sich um reinsten 
feinpulverigen ZnS-Cu-Phosphor mit 4 v. H. CdS, dessen Emissionsmaximum 
mit dem Empfindlichkeitsmaximum des Auges nahe zusammenfällt. Dieser 
durch die Reinheit und Definiertheit der Herstellungsbedingungen und seine 
Homogenität ausgezeichnete Phosphor hat sich für die vorliegenden Reihen- 
untersuchungen als besonders geeignet erwiesen. 
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Phosphorbande, sondern eher einer Veränderung der Absorptions- % | 
% verhältnisse im Phosphor zuschreiben zu müssen, welche eine Be- 
günstigung der kürzerwelligen Anteile der grünen Kg im BS 


| 

t 

: Gefolge hat. Eine letste Entscheidung ist von besonderen Ab- 
sorptionsversuchen zu erwarten. “ 

Da der unmittelbar beobachtbare zeitliche Intensititegang der 

Phosphore sowohl durch die Abklingung der Emanation als durch 

= 28:2 mg haig/y - 

2 276 ” 

N 
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= | Abb. 2. Zeitlicher Gang der a-Erregbarkeit 

n die Zerstörung der Zentren bestimmt wird, so muß man zum u: 

R der Verfolgung der letzteren versuchen, die erstere Erscheinung da- 

durch zu eliminieren, daß man die Helligkeiten J,. auf diejenigen re 


Werte (J,) umrechnet, welche unter der zunächst “naheliegendsten 
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Voraussetzung der Proportionalität von Helligkeit und Stärke der 
radioaktiven Bestrahlung bei konstant bleibender Emanationsmenge 
(also konstanter Strahlenquelle) zu erwarten wären. Das in dieser 
Weise zusammengefaßte Ergebnis unserer Messungen findet sich in 
Abb. 2. Es handelt sich um 6 verschieden stark aktivierte Proben 
des gleichen Phosphormaterials, während zwei weitere, vergleichs- 
weise herangezogene Proben (W) eines ZnS-ZnSe-Ag-Phosphors') 
und (Flu) eines ZnS-CdS-Ag-Phosphors?) auf die Verschiedenheiten 
der «-Strahlwirkung hinweist, welche mit der Verschiedenheit des 
Phosphormaterials verknüpft sein können. Wenn wir die weitere Be- 
trachtung im wesentlichen auf die erstgenannten einheitlichen Proben 
beschränken, so kann man zunächst, der Erwartung entsprechend, 
feststellen, daß sowohl die Erregung als auch die Zerstörung des 
Phosphors durch die «-Strahlen im allgemeinen mit zunehmender 
Präparatstärke wächst. Es fällt aber sofort auf, daß die Zunahme 
der «-Strahlwirkung bei den größten Emanationsgehalten weit hinter 
der Erwartung zuriickbleibt. Eine Steigerung der Präparatstärke 
von 17 auf 28 mg Ra-Äquivalent im Gramm verändert die Lage der 
Beobachtungspunkte in so geringem Maße, daß sie fast alle mit 
einiger Näherung durch den gleichen Kurvenzug vereinigt werden 
können. Allerdings ist die strahlende Schichtdicke nicht in allen 
Fällen die gleiche. Während sie bei den schwächeren Präparaten 
etwa 2 mm beträgt, haben wir bei den starken Präparaten auf etwa 
1 mm zurückgehen müssen, um mit den vorhandenen Mitteln die 
beabsichtigte hohe Emanationskonzentration zu erreichen. Indem wir 
die Hinterseite der Präparate mit einem Platinspiegel versahen, 
konnten wir feststellen, daß dadurch keine Steigerung der meßbaren 
Lichtstrahlung der Schichten auftritt und daß die Schichtdicke dem- 
nach stets als ausreichend gelten kann. 

Um die Verhältnisse besser zu übersehen, betrachten wir die auf 
die Einheit der Anfangsaktivität (Milligramm Ra-Aquivalent im Gramm) 
bezogene Phosphorhelligkeit J /mg/g in ihrer Abhängigkeit nicht von 
der Dauer der Strahleinwirkung, sondern von der Gesamtenergie (in 
mg-Stunden pro Gramm)*), welche der Phosphor jeweils durch die 
«-Strahlung empfangen hat. Das Ergebnis zeigt Abb. 3, in welcher 
noch ein 7. Präparat aus gleichem Material mitaufgenommen ist. Man 
sieht, daß alle die schwächeren Präparate betreffenden Beobachtungen 
mit befriedigender Näherung durch einen gemeinsamen Kurvenzug 


1) Wir verdanken denselben dem Entgegenkommen von Herrn Prof. 
Dr. L. Wesch. 
2) Den wir der Riedel-de Haén A.-G. verdanken. 
ae 3) Vgl. hierzu A. Becker, Heidelb. Akad. d. Wiss. 1943 (im Druck). 
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- wiedergegeben werden können und daß auch die stärkeren Präparate 
sich später diesem Kurvenzug anschließen, während sie anfänglich - 
in ihren relativen Helligkeitswerten mehr oder weniger zurückbleiben. 
| Es führt dies zu dem Schluß, daß die versuchsweise angenommene 
| Proportionalität der erregten Lichtintensität mit der Intensität der 
Ä erregenden «-Strahlung nur etwa bei Präparatstärken unterhalb 
10 mg Ra-Äquivalent im Gramm befriedigend vorhanden ist und daß- 
| darüber hinaus die Erregung mehr und mehr hinter der erregenden 
Intensität zuriickbleibt. Dieser Schluß wäre ohne weiteres ver- 
ständlich, wenn man die Ursache der Erscheinung darin sehen N. 


77 
276 
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ä 7 Abb. 3. Z fi g des. Zerstörungsverlaufs 


daß neben der Erregung von Momentanleuchten im Phosphor, das = 
proportional der erregenden Intensität anstiege, ein merkliches Dauer- 4 
leuchten durch die «-Strahlen hervorgerufen wird, dessen Intensität FR, 

einer Sättigung sich annäherte. Wie weit eine solche Deutung tat- 
sächlich berechtigt erscheint, muß durch weitere Versuche noch ge- uP 4 
x prüft werden. Uns scheint sie schon jetzt nicht ausreichend zu sein, __ 
da nach bisheriger Erfahrung an unseren Phosphoren die A. 
achtung sich so überwiegend auf das Momentanleuchten bezieht, daB y 
demgegenüber das Dauerleuchten außerordentlich zurücktrit. Wir R 
wollen nicht unerwähnt lassen, daß allerdings einige Unsicherheitdr 
Meßergebnisse, welche die Genauigkeit der Folgerungen beeinträchtigen 
könnte, aus der Technik der Versuche sich ergeben könnte, Da de __ 
Absorption der Emanation in unserem Phosphor verhältnismäßig klein 
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ist!), müssen etwaige Hohlräume im Präparat die Güte der «-Strahl- 
ausnutzung wesentlich beeinflussen, und es ist daher schon aus diesem 
Grande keine volle Übereinstimmung der auf die Einheit derEmanations- 
konzentration bezogenen Angaben für die verschiedenen Präparate 
zu erwarten. Andererseits dürfen wir aber gerade aus der sehr ge- 
näherten Übereinstimmung bei den schwächeren Präparaten offenbar 
schließen, daß diese Schwierigkeit bei unseren Messungen, auch ab- 
gesehen von der Sorgfalt, mit der wir sie bei Herstellung der Proben 
zu vermeiden versuchten, keine erhebliche Rolle spielen kann. Zu 
beachten ist allerdings noch, daß die Herstellung einer homogenen 
Verteilung der Emanation im Phosphor eine gewisse Zeit beanspruchen 
wird, so daß die den Anfangszeiten zugehörigen Beobachtungspunkte 
noch mit einer nicht genau angebbaren Unsicherheit behaftet sein 
können. 


Aus Abb. 3 geht weiter hervor, daß die Zerstörung der schwächeren 
Proben nur abhängig ist von der wirksam gewordenen Gesamtenergie 
der «-Strahlen (mg-St/g) und daß bei den stärkeren Proben ebenso 
wie die erregte Lichtintensität auch die Zerstörung anfänglich zurück- 
bleibt, um aber später mit derjenigen der schwächeren Präparate 
praktisch zusammenzufallen. Diese letztere Tatsache spricht offenbar 
auch gegen die Vermutung, daß gerade bei den stärksten Präparaten 
die wirksame Emanationskonzentration im Phosphor wegen eines in 
diesen engeren Gefäßen etwa vorhandenen relativ größeren Hohl- 
raums gegenüber der Angabe verkleinert sein könnte. Denn dann 
würde die Abweichung von der Kurve zwar anfänglich sich ver- 
kleinern können, später aber neu auftreten. 


Die Anzeichen besonders einfacher Verhältnisse bei den weniger 
starken Präparaten machen es wünschenswert, die Beobachtung auch 
auf relativ sehr schwache Präparate auszudehnen, wie sie beispiels- 
weise in der Leuchtfarbentechnik vorliegen. Angaben über Helligkeit 
und Alterung des gleichen Phosphormaterials, das durch Radium- 
zusatz in den Stärken 0,025, 0,05 und 0,1 mg/g aktiviert worden ist, 
verdanken wir der W. Maier G.m.b.H. in Schwenningen a. N. Sie 
liegen der Abb. 4 zugrunde, in der wir die Messungen in derselben 
Weise zusammenfassen, wie dies in Abb. 3 geschehen ist. Das Ver- 
halten aller 3 Präparate, das. über die Zeit eines Jahres verfolgt ist, 
läßt sich durch eine einheitliche Kurve wiedergeben, und es ist sehr 
bemerkenswert, daß der relative Verlauf dieser Kurve mit ersicht- 
licher Näherung mit demjenigen unserer schwächeren Präparate 


1) Vgl. Cl. Lieseberg, Ztschr. f. phys. Chem. (B) 47. 8. 286. 1940. 
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übereinstimmt, wie es durch die Lage der dem Präparat 27 an 
gehörenden aufrechten Kreuze angezeigt wird. 


fp +27 
beraus /ectn Angaben 
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Abb. 4. Zerstörung sehr schwacher Präparate 


Wir fragen nun nach der den zeitlichen Gang der Zerstörung 
bestimmenden Gesetzmäßigkeit. Hierzu tragen wir in Abb.5 den — 
log J,/mg/g als Funktion der mg-St/g auf und ergänzen gleichzeitig — 


+ 27Ro-29 © mg Ratify 
EEE: 
© 38 276 
9 232 
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a 200 #00 200300 7000 7200 7000 7000 2000 2200 2200 200 
Abb. 5. Das Gesetz der Zerstörung 


den Inhalt der Abb. 3 um das bis zu nahe 3000 mg-St/g hin fest- _ 
gelegte Beobachtungsmaterial (über die Kurve log J, vgl. den späteren — 
Abschn. 2). Diese Zusammenfassung einer sehr eingehenden Er- © 
fahrung !) zeigt ein sehr bemerkenswertes Bild. Von etwa 900 mg-St/g 
ab nach größeren Werten hin besteht ein sehr befriedigend linearer 


1) Die Zahl der aufgenommenen Meßpunkte ist hier ihrer großen Häufung 
wegen nur teilweise angemerkt. 
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Zusammenhang ‘zwischen den in Betracht gezogenen Variablen, wie 
es dem unserer früheren zugrunde gelegten Ansatz 

4 

entspricht. Für diesen Bereich darf also offenbar die Phosphor- 
helligkeit der erregenden «-Strahlintensität und die in der Zeiteinheit 
zerstörte Leuchtzentrenzahl ebenfalls der «-Strahlintensität und der 


T T T 


27 Ro = 29g Aa 
67/4 47 


a 700 200 S00 WOM fg 
Abb. 6. Der Anfangsverlauf der Zerstérung 


Anzahl der jeweils vorhandenen Leuchtzentren proportional gesetzt 
werden mit über. den ganzen Bereich konstanten Proportionalitäts- 
faktoren. 

Nach kleineren Abszissenwerten hin zeigt sich eine Abweichung 
von dieser Geraden im Sinne rascherer Zerstörung um so mehr, je 
schwächer das ‚Präparat ist, derart, daß für Phosphore von einigen 
Milligramm/Gramm und weniger wieder gleiches Verhalten eintritt. 
Um diesen Anfangsverlauf der Zerstörung noch näher zu erkennen, 
prüfen wir ihn an Hand der in günstigerem Maßstab gegebenen 
Abb. 6. Auch bei den hier betrachteten schwächeren Proben läßt 
sich eine gute Linearität des Kurvenverlaufs feststellen, dessen 
Neigung mit abnehmender «-Intensität gegen einen Grenzwert hin 
langsam größer wird. Andererseits zeigt die der Probe 34a zu- 
gehörige Gerade den langsameren Abfall des schon teilweise zer- 
störten Phosphors; es handelt sich um den Phosphor 34, dem nach 
der Abklingung seiner ersten Emanationsfüllung frische Emanation 
zugesetzt worden ist, 

Zusammenfassend haben wir die Tatsache festzustellen, daß die 
Zerstörungsgeschwindigkeit des gleichen Phosphormaterials keine 
Konstante ist, sondern unzweifelhaft vom jeweiligen Grad der Zer- 
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störung abhängt, solange mit dem Fortschreiten der letzteren wesent- _ = 
liche Veränderungen der Eigenschaften des Materials verbunden 
sind. Man kann dem unter Beibehaltung der theoretischen Grund- 
vorstellungen durch die Annahme gerecht werden, daß die in der — 
genannten Gleichung enthaltenen „Proportionalitätskonstanten“ nicht —_ 
streng konstant sind sondern mit der Veränderung des Phosphorse 
in gewissem Bereich variieren. Eine der Ursachen einer solchen _ 
Variation ist offenbar eine allmähliche Änderung des Absorption- 
vermögens des Phosphors für das erregte Licht. In welchem Umfang __ 
sie von Bedeutung ist, muß durch besondere Absorptionsmessungen  —__ 
noch ermittelt werden. Sie ist aber ohne Zweifel nicht die inzige 
Ursache. Aber auch die Auffassung von Wolf und Riehl’), ch 
der der langsamere Abfall der Phosphorintensität nach längeren =. 
Zeiten hin, der im Schrifttum bisweilen hervorgehoben worden ist, 
einem allmählichen Zurücktreten des Dauerprozesses zuzuschreiben 
sei, trifft unserer Meinung nach nicht die wesentlichen Vorgänge, a =_— 
die Beobachtung sich von vornherein, wie schon erwähnt, weit über- i 
wiegend auf den Momentanprozeß bezieht. Wir werden auf diese 
Frage an späterer Stelle näher eingehen und wollen hier nur noch = 3 
bemerken, daß auch Phosphore ohne merkliches Dauerleuchten, wie 
es beispielsweise auch der Phosphor 30 und die kaum Nachleuchten 
zeigende Flufarbe 20 der Abb. 2 ist, eine in diesem Falle besonders __ 
deutlich in Erscheinung tretende Zerstérung zeigen. era 
Aus unseren Beobachtungen geht ferner hervor, daß allgemeine 
Aussagen über Zerstörungsgeschwindigkeiten nicht treffend sind, won 
sie etwa in der früher von Wolf und Riehl?) geübten Weise aus dem 
Verhältnis zweier zeitlich weit auseinanderliegender Leuchtsärken 
abgeleitet werden. Für unseren Phosphor ergibt sich beispielsweise 
für eine Leuchtstärkenabnahme auf die Hälfte bei schwacher Aktivität 
ein Bestrahlungswert von 270 mg-St/g, der beim stark zerstörten 
Phosphor auf 1350 mg-St/g ansteigt. Im letzteren Fall würde ein BT, 
Radiumgehalt von 0,01 mg/g eine Halbwertszeit von 5600 Tagen 
liefern, das ist ein Wert, der größenordnungsmäßig mit Angaben der — 
genannten Autoren übereinstimmt. Vergleicht man andererseits den — 
Anfangswert der Leuchtstärke mit einem ‚beliebig späteren, so kann = 
man, wie Abb. 5 ohne weiteres erkennen läßt, ebenso beliebige —_ 
„Halbwertszeiten“ ermitteln, je nach der Lage des gewählten End- 
zeitpunktes. Dieser wählbare Endpunkt unterliegt nun bei Emanations- = 
präparaten nicht der vollen Willkür, d. h. es können etwa nter- 


1) P.M. Wolf u. N. Riehl, Ann. d. Phys. [5] 17. 8.581.193. 
2) P. M. Wolf u. N. Riehl, Ann. d. Phys. [5) 11. 8. 105. 1931. ER, ae 
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einander zu vergleichende Phosphore nicht bei denselben Zerstörungs- 
graden verglichen werden, wenn sie verschieden stark aktiviert sind. 
Denn der maximal erreichbare Bestrahlungswert’ eines Emanations- 
präparats beträgt 132 R, mg-St/g, wenn R, das anfängliche Radium- 
äquivalent im Gramm bezeichnet. 


2. Photoluminessenz 

Ebenso wie in der früheren Untersuchung und mit gleicher Meß- 
anordnung haben wir auch jetzt neben der Radiolumineszenz die 
zeitliche Änderung der Erregbarkeit der alternden Phosphore durch 
Licht (J,) verfolgt. Sie ergibt sich jeweils durch Subtraktion von J, 
vom beobachteten Gesamtleuchten unter der Voraussetzung, daß die 
Wirkung beider Erregungsarten sich einfach addiert. Diese Frage 
haben wir für den gegenwärtigen Zweck in der Weise geprüft, daß 
wir einen inaktiven Phosphor (2) und den 1 Tag alten stark aktiven 
Phosphor 39 unter gleichen Bedingungen mit variierter U.V.-Intensität 
erregten und das Verhältnis der in beiden Fällen erzielten Leucht- 
stärken J, (bei 39 jeweils nach Abzug des konstant bleibenden J. 7. 
ermittelten. Das Ergebnis findet sich in Tab... ji 


Tabelle 1 
70,58 2 9,25 12,05 17,45 27,4 39,3 
. 39 9,2 12,0 17,3 27,8 38,4 
Verhältnis . . 1,005. 1,004 1,009 0,986 1,024 


Man kann hiernach auf Unabhängigkeit der beiden Erregungs- 
weisen voneinander innerhalb der durchgeführten Variation schließen, 
und zu dieser Folgerung gelangten wir auch auf Grund mehrfacher 
ähnlicher Messungen an anderen Phosphoren. Eine Prüfung der 
Frage in erheblich weiterem Bereich der erregenden Intensitäten 
wird immerhin erforderlich sein im Hinblick auf das festgestellte 
Zurückbleiben der Radiolumineszenz gegenüber wachsender «-Strahl- 
erregung. 

Einen Überblick über den beobachteten Gang der Photolumineszenz 
unserer Phosphore vermittelt die Abb. 7. Sie zeigt zunächst in will- 
kürlichem Maß die Abnahme von J, mit wachsenden «-Bestrahlungs- 
werten mg-St/g für die schon in den vorhergehenden Abbildungen 
angeführten und jeweils mit den gleichen Zeichen eingetragenen 
Präparate. Es ist sehr bemerkenswert, daß alle Messungen mit der 
durch die Versuche begrenzten Genauigkeit durch eine einheitliche 
Kurve wiedergegeben werden und daß insbesondere Abweichungen 
ähnlicher Art, wie sie für starke Präparate bezüglich J, gefunden 
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wurden, hier nicht auftreten. Die Photolumineszenz erweist sich also 
unabhängig vom radioaktiven Gehalt der Präparate und von der 
r jeweils vorhandenen Radiolumineszenz ausschließlich als Funktion 
r des den Zerstörungsgrad bestimmenden Gesamt- Bestrahlungswerts. 


Abb. 7. Zerstörung der Photolumineszenz 


Zur weiteren Beurteilung des ausgleichenden Karvenvetien 
kann man prüfen, wie weit auch in diesem Fall eine exponentielle _ 
| Zeitfunktion der Erscheinung gerecht werden könnte. Wir tragen 
- hierzu in Abb. 5 den log einiger unserer Kurve entnommener Mittel- _ 
’ werte von J, als Funktion der mg-St/g auf und vergleichen das Er- a 
‘ gebnis mit dem dort für die Radiolumineszenz zusammengefaBten _ 
F Bild. Man sieht, daß auch die Photolumineszenz in ihrem späteren — 


Verlauf zu einem linearen Abfall des log führt und daß fing 
eine ähnliche Abweichung von der Geraden auftritt wie bei der — 
, Radiolumineszenz in dem Sinne, daß beide Erscheinungen anfangs 
rascher mit der Alterung abfallen als später. Man erkennt weiter, 
. daß die Steilheit der beiden Kurven nicht die gleiche ist, daß a: 
" keine einfache Proportionalität zwischen dem Rückgang der Photo- __ 
lumineszenz und demjenigen der Radiolumineszenz besteht. Die 
tritt noch deutlicher hervor, wenn wir in Abb. 7 das Verhältnis beider 
Intensitäten unter unmittelbarer Benutzung der Meßpunkte eintragen. 
Dieses Verhältnis zeigt nicht mehr für alle Präparate die Einheit- 
lichkeit, die für J, allein festzustellen ist, weil sich in ihm die ~ Y 
weichungen der starken Präparate geltend machen, welche für Me; 

gefunden waren. Man kann aber für die schwächeren Phosphare 
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einen gemeinsamen Kurvenzug zeichnen, dem sich späterhin auch 
die stärkeren mit mehr oder weniger ‘guter Näherung anschließen. 
Derselbe zeigt ein recht beträchtliches Anwachsen des Verhältnisses — 
innerhalb unseres beobachteten Alterungsbereichs etwa auf das Drei- 
fache — wie wir dies bereits in der früheren Arbeit angegeben haben. 
Die jetzige Feststellung geht aber über die frühere Erkeuntnis in- 
sofern hinaus, als sie die neue Folgerung der Unabhängigkeit beider 
Erregungsarten voneinander ergibt. 

Man sollte hiernach allerdings erwarten, daß der Rückgang der 
Leuchtfähigkeit in beiden Fällen völlig parallel ginge, wenn es nur 
auf die Anzahl der jeweils vorhandenen Leuchtzentren und deren 
Verringerung durch den Zerstörungsprozeß ankäme. Würde man die 
Annahme einer mit der Zerstörung wachsenden Lichtabsorption im 
Phosphor hinzunehmen, so wäre eher eine Benachteiligung der Photo- 
lumineszenz gegenüber der Radiolumineszenz mit fortschreitender 
Zerstörung zu erwarten. Wenn die Beobachtung demgeger’iber eine 
Begünstigung der ersteren anzeigt, so drängt sich der Schluß auf, daß 
die insgesamt vorhandenen Zentren offenbar nicht in gleichem Maße 
beiden Erregungsarten zugänglich sind. Schon in der früheren Arbeit 
haben wir die Tatsache hervorgehoben, daß die Zerstörung in erster 
Linie die größeren (Dauer-) Zentren ergreift, so daß der Momentan- 
prozeß mit der Zeit relativ begünstigt wird. Die hiernach nahe- 
liegende Annahme, daß die «-Erregung in stärkerem Maße den 
Dauerprozeß beträfe als die Lichterregung, wäre aber bis jetzt durch 
keine andere Erfahrung gestützt. Wir müssen im Gegenteil in diesem 
Zusammenhang auf die vielfach von uns beobachtete. eigenartige Tat- 
sache hinweisen, daß unsere Phosphore im stark zerstörten Zustand 
zwar rasch abklingen, bei Beginn der U.V.-Erregung aber bisweilen 
sehr langsam anklingen, daß sie also in dieser Hinsicht ein noch 
näher zu prüfendes Verhalten zeigen, das dem Satz von der Gleich- 
artigkeit des An- und Abklingens*) widerspricht und offenbar neu- 
artige Vorgänge andeutet. 

Wenn man den Versuch machen wollte, quantitative Aussagen 
über Zentrenzahlen zu machen, wie dies wiederholt im Schrifttum 
geschehen ist?), so ließe sich aus unseren Messungen etwa folgern, 
daß bei einem Bestrahlungswert von 2700 mg-St/g die anfängliche 
Zentrenzahl von 9,5 - 10!" im Gramm (Anzahl Cu-Atome img Phosphor 
im Falle des Optimums von 0,0001 g Cu/g) nach dem Abfall der 


1) P. Lenard, F.Schmidt u. R. Tomaschek, Handb. d. Exp.- Physik 
23. S. 41. 1928. 
: 2) Z.B. P.M. Wolf u. N. Riehl, Ann. d. Phys. [5] 11. S. 108. 1931; 
E. Streck, Ann. d. Phys. [5] 85. 8. 61. 1939. 
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Radiolumineszenz um rund 8,5 - 10%", nach dem Abfall der Photo- ~ 
lumineszenz dagegen um 7,2. 10?" zurückgegangen wäre und daB _ 
jedes «-Teilchen dabei im Durchschnitt 700—800 Zentren zerstört 
hätte. Daß aber ein solcher Schluß auf die Zentrenzahl aus der — 
erregten Leuchtstärke nicht ohne weiteres treffend sein kann, ergibt — 
sich schon daraus, daß die Art der Erregung das Resultat beeinflußt. 


Man müßte auch hinsichtlich der Intensitätseinbuße zum gleichen 
Ergebnis kommen, wenn die Veränderung der Zentrenzahl in beliebig 


anderer Weise vorgenommen würde. Dieser Prüfung scheinen sich 


in 


allerdings große Schwierigkeiten entgegen zu stellen. Denn der ein- er 


fachste Weg der Veränderung der Metallkonzentration bei der Phos- 
phorpräparation gibt keinen unmittelbaren Anhalt über die erreichte 


Zentrenzahl, da die Art der Präparation, Glühtemperatur, Gühduer 
und insbesondere die gewählten Zusätze, wie ‚bekannt, eine wen 
liche Rolle spielen. Andererseits kann auch die Druckzestörung 
weder etwas Qualitatives noch etwas Quantitatives von sich austber = 
die Zentren aussagen. Da es sich hier um typische Strukturinderungen 
handelt), scheint es uns zweifellos, daß die Frage des Leuchtzentrums 
weniger eine Frage des Metallgehalts als eine solche seines Kinbaus, —_ 
also eine Strukturfrage ist, die in. neuerer Zeit bereits im Vorder- — 
grund des Interesses steht. Unter diesem Gesichtspunkt kann es 


verständlich werden, daß ein Zentrum je nach dem Mechanismus der J 2 Bi 
Energieübertragung auf verschiedene Art der Erregung in ver 
schiedener Weise anspricht, wie unsere Versuche es gezeigt haben. 


Zusammenfassung 


Die in Erweiterung einer vorausgehenden Untersuchung durch- 
geführte Arbeit bringt neue Erfahrangen über die Phosphoreszenz- 
zerstörung, welche nicht nur nutzbringende Gesichtspunkte hinsichtlich _ 
der praktischen Verwertung enthalten, sondern insbesondere der Ver- ol 
tiefung des Verständnisses des Leuchtmechanismus und des baulichen x ? tS 


Gefiiges der Leuchtzentren in Phosphoren dienen. 


1. Es wird die Zerstörung des ZnS—Cu-Phosphors durch #-Strahlen — 


am gleichen Material mit Benutzung von Emanationspräparaten ver- 


folgt, deren Gehalt zwischen 2 und 28 mg Ra-Äquivalent im Gramm 3 
variiert wird unter Hinzunahme von Messungen an Radiumpräparaten ‘i 


von 0,025—0,1 mg im Gramm. 


2. Die Intensität der Radiolumineszenz erweist sich bei nicht zu +z ge 
starken Präparaten — etwa unter 10 mg Ra-Äquivalent im Gramm — =. PR, 


1) Vgl. A. Schleede u. H. Gantzckow, Ztechr. f. Phys. 15. 8.187.193 


und eine demnächst erscheinende Arbeit von F. Wecker aus unserem Institut. 
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der «-Strahlintensität proportional; bei stärkeren Strahlkonzentrationen 
bleibt die &-Erregungsfähigkeit hinter der Proportionalität zurück. 

3. Setzt man die Zerstörungsgeschwindigkeit der Radiolumineszenz 
proportional der «-Strahlkonzentration und der Dichte vorhandener 
Zentren, so sind die Proportionalitätsfaktoren als langsam veränderlich 
mit dem Fortschreiten des Zerstörungsgrads anzunehmen, solange 


mit diesem Fortschreiten wesentliche Veränderungen der Eigen- 


schaften des Materials verbunden sind. 

4. Die am Gesamtleuchten während der U.V.-Erregung ge- 
messene Photolumineszenz ist der erregenden Intensität proportional 
und — unabhängig von gleichzeitig vorhandener Radiolumineszenz — 
nur abhängig von dem durch die mg-St/g gegebenen Zerstörungsgrad 
der Phosphore. 

5. Die Zerstörungsgeschwindigkeit der Photolumineszenz zeigt 


.einen ähnlichen Verlauf wie diejenige der Radiolumineszenz;. sie ist 


aber geringer als diese derart, daß das Verhältnis von Photo- und Radio- 
lumineszenz mit wachsender Phosphorzerstörung erheblich ansteigt. 

6. Diese Verschiedenheit im Verhalten beider Erregungsarten 
weist auf eine gewisse Verschiedenheit im Erregungsmechanismus 
hin und zeigt, daß die Veränderungen im Phosphor sich nicht einfach 
auf die Anzahl einer beiden erregenden Energieformen in gleicher 
Weise zugänglichen Zentrenart beziehen können. Andererseits ist 
in diesem Zusammenhang die bekannte und sehr auffallende Tatsache 
zu beachten, daß auch andersgeartete Veränderungen eines Phosphors 
(wie durch Druck, die Herstellungsweise usw.) zu ähnlichen Be- 
einflussungen seiner Lumineszenzfähigkeit führen können. Die Frage 
des Phosphoreszenzzentrums bedarf unter diesen Gesichtspunkten 
noch sehr nachdrücklicher Verfolgung, wobei auf nicht unmittelbar 
nachprüfbare rein hypothetische Erwägungen weniger Wert zu legen 
sein wird als auf die Beibringung weiteren Erfahrungsmaterials durch 
— Variation der 
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Zum Dia- und Paramagnetismus 
in metallischen Mischkristallreihen. VI) 


Suszeptibtlitat und elektrischer Widerstand 


Für das magnetische Verhalten der Metalle bei der Misch- 
kristallbildung sind zwei Grenzfälle bekannt: er 
1. Grundmetall und Zusatz verhalten sich magnetisch additiv. 

Die Suszeptibilität des Mischkristalls gibt Aufschluß über den Ma- _— 
gnetismus und damit über den Atomzustand des gelösten Metall. 
Der Magnetismus des Grundmetalls ist zusatzunempfindlich. N 
2. Das Grundmetall wird in seinem Magnetismus durch den 
Zusatz verändert. Eine additive Aufspaltung der Atomsuszeptibilität 
des Mischkristalls in die Anteile der beiden Komponenten ist nicht — 
ohne weiteres möglich. Der Magnetismus des Grundmetalls ist 
zusatzempfindlich. 
Welcher der beiden Fälle vorliegt, ist dem gemessenen u- — 
sammenhang zwischen Atomsuszeptibilitét und atomprozntscher 
Zusammensetzung nicht immer sogleich anzusehen. Nur wenn in “Ss 
einer lückenlosen Mischkristallreihe die Atomsuszeptibilität der SE 
Mischungsregel gehorcht, ist natürlich auf Fall 1 zu schließen. 
Abweichungen von der Mischungsregel jedoch können ntweer 
darauf beruhen, daß Fall 2 vorliegt, oder aber darauf, daB in ds 
magnetisch unveränderte Grundmetall das Zusatzelement mit anderen 
magnetischen Eigenschaften eintritt, als es im reinen Zustand be- 
sitzt, was in der Regel darauf hinweist, daß in dem fremden Metall- _ 
gitter die Atome des Zusatzes sich in- einem anderen Quanten- — hoe 
zustande befinden, als wenn sie nur miteinander ein Metallgitter — fe 
bilden. 
Die früheren Untersuchungen dieser Reihe‘) haben gezeigt, — 
daß für die Mischkristallbildung der drei einwertigen Edelmetalle 


1) Wgl. Ann. d. Phys. [5]: I: 14. 8.1. 1932; II: 18. 8. 755. 1933; III: 18. 
8. 771. 1983; IV: 29. .8. 358. 1937; V: 80. 8. 593. 1937. 
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Cu, Ag und Au zweifellos der erste Grenzfall weitgehend angenähert 
ist, daß ihr Magnetismus also zusatzunempfindlich ist. Wo die 
Atomsuszeptibilität starke Abweichungen von der Mischungsregel zeigt, 
nämlich bei dem Einbau der Übergangselemente, ist dies ein klarer 
Hinweis auf den Zustand der eingebauten Atome; und zwar kann 
man aus dem magnetischen Verhalten mehr oder weniger sicher 
entnehmen, wievielfach positiv geladen das Metallion des Zusatz- 
elementes im Edelmetallgitter ist und wieviel Elektronen es an das 
gemeinsame „Kollektiv“ der Leitungselektronen abgegeben hat. Im 
allgemeinen findet beim Lösen eines Metalls in einem andern ein 
Elektronenübergang zwischen dem Atomrumpf des Zusatzelementes 
und dem Elektronenkollektiv statt, und zwar kommen beide Rich- 
tungen des Übergangs vor’). 

Im Gegensatz zum Verhalten der einwertigen Edelmetalle ist 
der Magnetismus der Übergangsmetalle stark zusatzempfindlich, wie 
zuerst am Palladium gezeigt wurde (I). Die starke Abnahme des 
Paramagnetismus von Pd bei der Aufnahme von Au, Ag, Cu oder 
auch H kann gar nicht dem Magnetismus des Zusatzmetalls zu- 
geschrieben werden, da man hierzu völlig unmögliche Beträge von 
Diamagnetismus für die gelösten Atome ansetzen müßte. Ähnliches 
gilt für das ferromagnetische Nickel (Messungen von Sadron)?) 
Zusatzempfindlich ist ferner der Paramagnetismus des Aluminiums, 
der durch gelöstes Cu sehr stark herabgesetzt wird?) 

Im Zweifel, welche der beiden Deutungsmöglichkeiten zutrifft, 
kann man beim Zink sein, das seinen Diamagnetismus durch Alu- 
miniumzusatz schnell verliert‘. Die Autoren bevorzugen die 
Deutung nach Fall 2; man könnte aber zunächst auch an die 
andere Erklärung denken, daß das auch im reinen Zustand para- 
magnetische Aluminium durch die Verdünnung im Zink eine wesent- 
liche Verstärkung seines Paramagnetismus erfährt, ebenso wie es 
bei den Übergangselementen Chrom und Mangan in Kupfer oder 
Gold der Fall ist (III. Der Betrag der Suszeptibilitätsänderung 
würde diese Deutung durchaus zulassen. Sie wird allerdings durch 
die (im Vergleich zum Verhalten des gelösten Cr und Mn) sehr 
geringe Temperaturabhängigkeit unwahrscheinlich gemacht. 

Die Sicherheit der Beurteilung in derartigen Fällen wird sich 
vor allem durch vergleichende Untersuchungen analoger Legierungs- 

1) Näher ausgeführt bei E. Vogt, Ztschr. f. Elektrochem. 45. S. 597. 


1939. Vgl. auch V. 
2) Mo E. Vogt, ay Chem. 48. 8. 734. 1935; 51. 8. 361. 1938. 
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j 4) H. Auer u. K. E. Mann, Ztschr. f. Metallkde 28. 8. 323. 1936. ; 
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reihen steigern lassen. Leider ist das hierfür bisher zur Verfügung Bet 
stehende Versuchsmaterial recht spärlich. In Fortsetzung der 


früheren Arbeiten war daher als nächstes geplant, das magnetische 


Verhalten weiterer Elemente im Gitter der sicherlich zusatz- 
unempfindliehen einwertigen Edelmetalle zu untersuchen. Da bisher 
nur Mischkristalle von Cu, Ag und Au untereinander und mit Über- __ 
gangselementen magnetisch gemessen sind, sollten nun Mischkristalle _ 
mit anderen Met&llen in Angriff genommen werden. Im Hinblick 


ir 


auf die im vorigen Absatz geschilderte Frage wurde als erstes oo - 
Beispiel Aluminium gelöst in Kupfer gewählt. Die Ergebnisse DEE: 
dieser ersten der geplanten Untersuchungen, die durch Einberufung 
der beiden Verf. im August 1939 vorzeitig ea wurden, 


sollen im folgenden mitgeteilt werden. 


I. Messungen 


Untersucht wurden vier Legierungen 
tration, und zwar von jeder vier Stäbe (Länge 100 mm, Durch- — 
messer 3 mm). Die Proben waren von der Metallgesellschaft Frank- — 
fart a. M. für uns hergestellt; und analysiert worden, wofür wir — 
auch an dieser Stelle, insbesondere Herrn Prof. E. Schmid, vielmals ; 


danken. 


1. Elektrischer Widerstand 3 

Zur Nachprüfung der durch Analyse ermittelten Al- Konzen- _ 
trationen in den Stäben diente die Messung des spezifischen Wider- 5 
standes mit Hilfe eines Kompensationsapparates. Da bei Aus- 
führung der Untersuchung über Widerstandsmessungen an Cu mit 
Al-Zusatz aus der Literatur nichts bekannt war!), konnte auf diesem _ 


ar, 


Wege freilich nicht der absolute Wert der Konzentrationen, sondern 
nur ihre Vereinbarkeit miteinander nachgeprüft werden. Bei dieser en ae 
Gelegenheit sollte dann auch die noch unbekannte atomare Wider- — 
standserhöhung von Cu durch Al ermittelt werden. Mittlerweile 
hat auch Linde?) Messungen dieser Größe mitgeteilt, die mit den 


unseren durchaus übereinstimmen. 


Tab. 1 und Abb. 1 stellt die bei + 20°C und — 183° C aus- 
geführten Messungen dar. Die Stäbe waren vorher bei 800°C im = eee 
Vakuum geglüht und in Stickstoff abgekühlt. Die atomaren Wider- __ 
standserhöhungen ¢ bei den beiden Temperaturen stimmen innerhalb 


— 


1) J. O. Linde machte in Ann. d. Phys. [5] 15. 8.219. 1932 gerade ber 


das Al in Cu noch keine Angaben. 


2) J. O. Linde, Elektrische Widerstandseigenschaften der verdünnten re 
Legierungen des Kupfers, Silbers und Goldes. Gleerupska Univ.-Bokhandeln, —__ 


Lund 1939. 
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Tabelle 1 
g: Spezifischer Widerstand in „Ohm-em 
t: Atomare Widerstandserhöhung: 1/c — @cu) 


+ 20°C — 183°C 
Legierung 
Atom-*/, Al P t . t 

Cu 0 1,73 0,30 

I 0,35 2,17 1,24 0,80 1,32 

u 0,96 2,75 1,06 1,37 1,11 

2,37 4,12 1,01 2,75 1,03 
IV 4,59 5,96 0,92 4,62 0,94 


Abb. 1 


Regel ist jedenfalls sehr genau erfüllt. In Abb. 1 unten sind die Mittel- 
werte der bei den beiden Temperaturen ermittelten £ aufgetragen. 
Sie stehen, wie die Abbildung zeigt, in bester Übereinstimmung mit 
den von Linde (a a. O. S.26) angegebenen Werten. Der Grenzwert 
der atomaren Widerstandserhöhung für c= 0 ergibt sich zu: 
= 12. 

Bezüglich der Kinordnung dieses Wertes in das übrige Erfahrungs- 
material und des Vergleichs mit theoretischen Berechnungen der 


. 
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der Versuchsfehler überein. (Die geringe systematische Abweichung 
scheint von der Cu-Messung herzurühren.) Die Matthiessensche 
(«Linde 
| 


ag 
he 


ler 


E. Vogt u. B. Harms. Zum Dia- und Poranegnsiomus we VI 505 


luten Werten aufs beste worden; die dürften jeden- 
falls kleiner als 0,1 Atom-Prozent sein. 


Die magnetischen Messungen wurden mit der früher (I; n. A: 
beschriebenen Anordnung ausgeführt. Tab. 2 und Abb. 2 enthält 5 

die Ergebnisse. Der Einfluß ferromagnetischer Verunreinigungen Fer, 
wurde in bekannter Weise durch Extrapolation auf a =o im 


Tabelle 2 
Zoo: Grammsuszeptibilität (extrapoliert auf H= ©) 
Atomsuszeptibilität 
(zu den Zahlen tritt der Faktor 10-9 


+ 


if 


Die fir an- 


- - Diagramm ausgeschaltet. 


ER Zahlen sind Mittelwerte aus mehreren Messungen an je 
vier Stäben jeder Legierung; die Einzelwerte streuten wenig und 
waren gut reproduzierbar. Für die Messungen bei — 75°C gilt 
dies weniger, die Zahlen werden mit Vorbehalt mitgeteilt; wie die 
Abb. 2 zeigt, streuen sie weit mehr um die durchgelegte Kurve ala 


mite 
W Sel: aul die Monographie Von 
+ 20°G — 75°C 
— Xoo —Ha — eo ~ 
I 0,0843 5,35 0,0825 5,24 
I 0,0852 5,40 0,0840 5,38 
0,0877 5,50 0,0850 : 
Iv 0,0912 5,64 0,0890 
a Abb. 2 
ait 
art 
18- 
: 
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die Werte bei Zimmertemperatur. In noch stärkerem Maße war 
das bei Messungen der Fall, die bei — 183°C gemacht wurden. 
Während bei — 75° etwas kleinere Werte gefunden wurden als bei 
Zimmertemperatur, lagen die Werte bei — 183° höher: y, lag 
zwischen 5,75 und 6,05-10-*. Ein solcher Temperaturgang erscheint 
unwahrscheinlich. Eine Nachprüfung dieser Befunde und eine sorg- 
fältige Messung der Temperaturabhängigkeit der Suszeptibilität des 
reinen Kupfers wurde leider durch den der 
Untersuchung verhindert. 
Ill. Ergebnis 
Wahrend das reine Aluminium eine BERLIN Adi 
suszeptibilität von 16,2. 10% besitzt, tritt das Element in das 
Gitter des Kupfers diamagnetisch ein: mit einer Atomsuszeptibili- 
tät 7, von — 12,2-10~* bei 20°C. Den im Cu-Gitter eingebauten 
Al-Atomen fehlt demnach ein magnetisches Moment, das „normalen“, 
dem Curie-Weißschen Gesetz folgenden Paramagnetismus bewirken 
würde, so wie es etwa im Edelmetallgitter verteilte Mn-, Fe- oder 
Co-Atome besitzen. Dies letztere Verhalten beschränkt sich dem- 
nach offenbar auf gelöste Übergangselemente, die durch eine un- 
abgeschlossene d-Elektronenschale gekennzeichnet sind. Das Al-Atom 
besitzt keine d-Elektronen, sondern innerhalb seiner drei Valenz- 
elektronen einen edelgasähnlichen Atomrumpf. Der magnetische 
Befund zeigt also, daß in den Mischkristallen offenbar 3fach positive 
diamagnetische Al-Ionen an den Gitterplätzen sitzen und pro Al- Atom 


drei Elektronen an das gemeinsame Elektronenkollektiv der Legie- 


rung abgegeben sind’). 
Der Betrag der diamagnetischen Atomsuszeptibilität des gelösten 


Al -erscheint auffällig hoch. Jedenfalls ist er beträchtlich höher 
als der den Al-Ionen zukommende Wert. Zahlen für das Al**-Ion 
finden sich zwar nicht in der Literatur; aber nach der kürzlich 
von Klemm gegebenen kritischen Zusammenstellung?) kann man 


1) Man könnte freilich auch an einwertige Al-Ionen denken, die mit ihren 
zwei s-Elektronen gleichfalls diamagnetisch wären; der hohe Betrag des Dia- 
magnetismus des gelösten Al spräche zugunsten dieser Auffassung. Allein, in 
dem stark kondensierten Metallzustand kann die Trennung zwischen dem 3s- 
und 3p-Zustand des Atoms schwerlich sich so scharf erhalten, daß die beiden 
s-Elektronen dem Atomrumpf zugehören, das p-Elektron dagegen dem Elek- 
tronengas; geht doch auch z. B. bei den weit lockereren C-Verbindungen der 
Unterschied zwischen s- und p-Elektroner völlig verloren. Auch aus der 
Hume-Rotheryschen Regel über des Auftreten von intermediären Phasen 
ergibt sich, daß bei der Legierungsbildung mit den einwertigen Metallen für 
das Al die Valenzelektr abl 3 gilt. 

2) W. Klemm, Zitschr. f. anorg. u. allg. Chem. 244. 8. 377. 1940. 
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aus der Reihe Ne, Na*, Mg*+ mit den y,-Werten — 7,,; — 5,; 
— 4, .107* mit Sicherheit auf einen Betrag kleiner als 4. 10 
schließen. Der Befund, daß dieser Betrag durch den gemessenen 
Wert so stark überschritten wird, führt zu folgenden Überlegungen: 
Wenn auch bei den Mischkristallegierungen mit Cu, Ag und 
Au als Grundmetall die Additivität des Magnetismus ohne Zweifel 
die Erscheinungen beherrscht und vor allem dann innerhalb der 
Meßgenauigkeit als gültig angenommen werden kann, wenn: das 
Zusatzmetall mit den hohen Suszeptibilitätswerten des normalen 
Paramagnetismus eingeht, so kann doch keineswegs damit gerechnet 
werden, daß Cu, Ag und Au als Grundmetall magnetisch völlig 
zusatzunempfindlich sind. Bei so geringen magnetischen Änderungen, 
wie sie durch den Al-Zusatz bewirkt werden, muß zur quantitativen 
Deutung zweifellos der eingangs erläuterte Grenzfall 2 mit in Be- 
tracht gezogen werden. Diese Notwendigkeit ergibt sich auch aus 
den früher schon näher erörterten (I S.12; III S.776) Abweichungen 
der x4-Kurven von der Mischungsregel in den Reihen Au—Ag und 
Au-Cu, in denen die gegenseitige Mischung eine Verstärkung des 
Diamagnetismus bewirkt. Ebenso ist es offenbar im vorliegenden Fall. 
Soweit die gefundene Atomsuszeptibilität des gelösten Alu- 
miniums nicht dem Al-Ion zukommt, rührt sie offenbar von der 
durch den Al-Zusatz bewirkten Änderung im Elektronenkollektiv 
des Metalls her. Dieses besitzt einen in erster Näherung temperatur- 
unabhängigen, „entarteten“ Paramagnetismus, der überlagert ist von 
einem Diamagnetismus -geringeren Betrages. Durch die Aufnahme 
der Valenzelektronen des Al-Zusatzes wird die Elektronenzahl pro 
Atom im Elektronenkollektiv erhöht. Dieser Vorgang scheint dem- 
nach den diamagnetischen Anteil der Elektronensuszeptibilität stärker 
zu erhöhen, als den paramagnetischen; (man hätte eher das Gegenteil 
erwartet). Die Messungen haben hiermit einen für die Theorie der 
Metallelektronen bemerkenswerten Befund erbracht. 

Eine quantitative theoretische Deutung dieser feineren ma- 
gnetischen Änderungen bei der Legierungsbildung kann freilich 
kaum erwartet werden, solange die Suszeptibilitäten der reinen 
Metalle im einzelnen noch keineswegs von der Metalltheorie be- 
rechnet werden können und solange für einen so auffälligen Effekt 
die theoretische Begründung fehlt, wie etwa das eingangs erwähnte 
Verschwinden des Paramagnetismus von reinem Al durch Cu-Zusatz. 

Zu der dort weiterhin erörterten Frage nach der Deutung der 
Befunde in der Reihe Zn-Al bringt immerhin das Ergebnis der 
vorliegenden Untersuchung ein kaum zu entkräftendes Argument für 
die schon von Auer und Mann gegebene Deutung: Wenn Al in 
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das Cu-Gitter diamagnetisch eintritt, so wird es schwerlich als 
Zusatz zu Zn sich anders verhalten; die gefundene magnetische 
Änderung ist also sicherlich eine Schwächung des Zn-Diamagnetismus 
und kein überlagerter Paramagnetismus des Al. ee 


re 


Zusammenfassung 


1. An Mischkristallegierungen von Cu mit a: FR bis 
4,6 Atom-Prozent Al der elektrische Widerstand und die magpeti- 
sche Suszeptibilität gemessen. 

2. Die atomare Widerstandserhöhung von Cu durch Al beträgt 
1,2, Mikroohm cm/Atom-Prozent. 

3. Al löst sich in Cu diamagnetisch mit einer Seng 
bilität 74 = — 12,2- 10%, 

4. Die in das Cu-Gitter eingebauten Al-Atome geben demnach 
offenbar ihre drei Valenzelektronen an das Elektronenkollektiv der 
Legierung ab und besetzen die Gitterpunkte 3fach ionisiert. 

5. Das Ergebnis wird in den Rahmen des Bekannten ein- 
geordnet. Dabei wird zur Deutung der magnetischen Auswirkungen 
der Mischkristallbildung unterschieden zwischen Metallen, die in 
bezug auf ihren Magnetismus zusatzunempfindlich, und solchen, die 
zusatzempfindlich sind. Beispiele für die erste Art sind Cu, Ag 
und Au, für die zweite Pd, Ni, Al und Zn. 

Marburg/Lahn, Physikalisches Institut der Universität, z. Z. 
Februar 1943. 


(Eingegangen 17. Februar 1943) 


Berichtigung zu der Abhandlung ae 


„Dynamische Anomalie von Elektroneninterferenzen«‘ 
(W. Kossel u. G. Möllenstedt, Ann. d. Phys. (5) 42. 8. 287. 1942) 
Von W. Kossel und @. Möllenstedt 


Es muß auf S. 290, Zeile 5 von unten, an Stelle von D, = 740 Ä 
‚heißen 


= 970 A. 
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